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内 容 提 要 


本 教材 讲述 的 是 高 等 数学 的 基础 课程 一 一 数学 分 析 , 其 核 
心 内 容 为 微 积 分 学 . 这 套 教材 共 三 册 , 本 书 是 其 中 的 第 一 册 . 

本 书 共 有 六 音 ,分 别 为 定 (Riemann) 积 分 ,反常 积分 ,常数 项 
级 数 ,未 数 项 级 数 , 插 级 数 、Taylor 级 数 以 及 Fourier 分 析 初 步 ， 
主要 讲述 了 定 (Riemann) 积 分 .反常 积分 、 级 数理 论 、Fourier 分 
析 等 内 容 . 

本 书 是 由 作者 在 北京 大 学 数学 科学 学 院 多 年 教学 所 使 用 的 
讲义 基础 上 修改 而 成 ,内 容 丰 富 ,深入 浅 出 . 对 较 难 理解 的 定理 、 
定义 以 及 可 深入 探讨 的 问题 ,本 书 以 加 注 的 形式 子 以 解说 ,以 利 
于 读者 更 好 地 接受 新 知识 . 本 书 在 每 一 竟 的 末 飞 还 附 有 注 记 , 意 
在 为 读者 更 清楚 地 了 解 知识 背 早 ,更 迅速 地 提高 数学 能 力 创造 
条 件 . 本 书 选用 了 适量 有 代表 性 .局 发 性 的 例题 ,还 选 入 了 足够 
数量 的 习题 和 思考 题 . 站 题 和 所 考题 中 , 既 有 一 般 难 度 的 题 日， 
也 有 较 难 的 题目 , 供 读者 酌情 选 做 . 

本 教材 可 作为 大 学 本 科 阶 段 的 数学 、. 概 率 统计 应 用 数学 、 
力学 以 及 计算 机 等 相关 专业 的 教科 六, 也 可 作为 广 人 数学 工作 
及 爱好 者 的 参考 图 书 . 
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致 该 者 


《数学 分 析 》 的 核心 内 容 是 “ 微 积分 "一 一 微分 学 与 积分 学 的 
统称 , 它 是 数学 发 展 史 中 最 伟大 的 成 果 , 始 创 于 17 世纪 下 半 叶 ， 
其 代表 人 物 是 两 位 著名 的 学 者 : 英国 的 I. Newton (1643 一 
17277 和 德国 的 G. W. Leibniz(1646 一 1716). 

Newton 和 Leibniz 对 微 积分 的 杰出 贡献 与 这 一 领域 有 关 
的 前 期 工作 不 同 ,他 俩 使 微 积分 学 成 为 一 门 独立 的 学 科 , 而 不 表 
` 是 古 希 腊 几 何 的 附庸 和 延续 , 且 为 许多 课题 提供 了 密 新 的 研究 
方法 . 自 微 积分 始 ,数学 发 展 成 为 变量 数学 时 期 . 微 积分 从 运动 、 
变化 的 观点 \ 方 法 来 考察 各 种 事物 和 现象 ,这 正 符合 客观 世界 处 
于 不 断 运 动 、 变 化 的 实际 . 因此 , 微 积分 的 建立 给 予 科学 、 技 术 领 
域 巨大 的 影响 ,推动 了 生产 力 的 发 展 . 特别 是 在 天 文 .力学 方面 
的 成 就 ,在 当时 曾 一 度 冲 击 宗教 的 某 些 旧 信 条 ., 另 一 方面 ,也 由 
于 当时 的 微 积分 学 自身 理论 的 不 完善 而 受到 责难 ,但 这 些 都 不 
能 阻挡 它 的 继续 前 进 . 

19 世纪 初期 ,由 于 科学 技术 进步 的 推动 ,促使 许多 数学 家 
致力 于 微 积分 的 改造 和 奠基 工作 ,终于 在 19 世纪 中 上 时 建成 现代 
称 之 为 数学 分 析 的 较 完善 的 体系 , 为 微 积 分 的 普及 创造 了 更 加 
有 利 的 条 件 ,也 使 它 成 为 今天 众多 院 校 的 必修 课程 . 

因此 ,在 三 百 余年 后 的 今天 ,学 习 微 积分 已 不 能 算是 件 * 时 
瞩 " 的 事情 了 , 如 果 从 培养 21 世纪 的 人 才 而 言 ,或 许 只 能 说 是 一 
张 " 入 门 券 " 而 已 . 

学 习 微 积分 课程 的 目的 有 三 : 一 是 可 应 用 于 实际 课题 ; 二 
是 通过 它 学 习 数 学 电 维 .逻辑 判断 的 能 力 ; 最 后 一 点 是 要 为 学 习 


bi 
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其 他 课程 奠定 基础 ， 

本 册 介 绍 微 积分 学 的 另 一 组 成 部 分 一 一 Riemann 积分 ( 定 
积分 ) 和 无 穷 级 数 的 理论 ,我 们 将 看 到 它们 仍然 是 建立 在 极限 思 
想 的 基础 之 上 并 贯穿 始终 ,只 是 在 形式 结构 上 稍 有 不 同 而 已 . 

读者 在 本 书 第 一 册 的 学 习 中 ,已 经 对 微 积分 产生 了 浓厚 的 
兴趣 ,这 就 为 进一步 学 习 增 添 了 强大 的 动力 . 或 许 有 人 对 先前 的 
学 习 感 到 有 些 吃 力 ,那么 应 该 看 到 这 是 一 种 正常 现象 . 如 果 我 们 
想到 那些 创建 微 积分 的 大 师 们 自己 都 表达 不 清 某 些 基本 概念 ， 


”直到 19 世纪 中 期 微 积 分 才 树 立 起 一 个 较 严密 而 完整 的 体系 时 ， 


那么 今天 对 一 个 初学 者 来 说 在 学 习 上 遇 到 些 困难 又 算得 了 什 
么 ! 况且 ,时 代 不 同 了 ,人 类 的 智慧 在 逐 代 升级 ,各 种 现代 化 的 
氛围 为 大 家 擎 登科 学 高 峰 创造 了 极为 有 利 的 条 件 “万 事 俱 备 ， 
只 多 东 风 " 这 “东风 "不 是 别 的 ,就 是 自己 的 “努力 ,奋进 ”, “不 怕 
难 , 只 怕 站 ”, 正 所 请 

道 虽 远 ,不行 不 至 ， 

事 虽 难 ,不 为 不 成 ， 
最 后 预 祝 大 家 胜利 完成 本 册 的 学 习 任 务 ! 
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序 


本 教材 的 前 身 是 北京 大 学 数学 系 教学 用 的 讲义 ,现在 出 版 
成 书 已 进入 21 世纪 了 .面向 这 一 重大 挑战 ,在 撰 稿 的 进程 中 ,以 
下 几 个 方面 是 作者 着 重 思考 并 力图 落实 的 . 

1. 加 强 导 引 性 论述 ,介绍 所 研究 课题 的 数学 史 背 景 、 客 观 
原型 以 及 微 积分 处 理 问题 的 思路 与 方法 ,这 或 许 有 益 于 树立 正 
确 的 数学 观 ,增加 学 习 的 活泼 性 . 

2. 适当 提高 起 点 ,扩大 知识 面 。 书 中 在 讲解 各 种 理论 的 应 
用 时 ,列举 了 丰富 的 典型 例题 ,以 利于 在 提高 局 发 式 教 学 水 平 的 
同时 ,让 学 生 有 一 个 扩展 的 自学 园地 . 

3. 为 了 培养 数学 思维 的 习惯 ,以 及 养 成 "会 学 "数学 的 能 
力 ,本 书 在 每 章节 后 列 有 适当 数量 的 思考 问题 . 此 外 ,还 以 加 注 ， 
以 及 用 小 字 和 附录 的 方式 介绍 微 积分 理论 的 进一步 伸展 和 注意 
事项 ,这 也 对 引发 读者 的 创新 思维 有 所 助 益 . 

4， 考 虑 到 目前 对 数学 家 的 中 文 译名 的 不 统一 ,本 书 一 律 用 
原文 书写 (在 页 未 给 出 中 文 译名 供 参考 ), 并 尽力 介绍 他 们 的 国 
籍 和 生 奉 年代. 尊重 曾 为 人 类 的 科学 进步 作出 过 贡献 的 学 者 ,是 
我 们 后 代 人 文明 的 表现 之 一 . 

5， 对 于 想 用 本 书 作 为 正式 教材 的 学 校 和 教师 来 说 ,在 教 
学 实践 中 必须 依据 具体 的 培养 目标 和 实际 情况 对 其 内 容 作 适 
当 取 舍 ,不 能 照 本 宣 科 , 希望 广大 读者 和 教师 对 本 书 提 出 批评 
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和 建议 . 

最 后 , 袁 心 感谢 上 海 科 学 技术 出 版 社 对 本 书 的 出 版 所 给 予 
的 鼓励 和 支持 ， 


作者 
2002. 5 
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积分 史 简 述 


积分 起 源 于 求 积 问题 . 早 在 古代 人 们 就 着 手 计 算 由 曲 边 转 
成 的 面积 ,如 令 拉 古 ( 属 西西 里 岛 ) 的 Archimedes( 公 元 前 287 一 
212 年 ) 就 曾 探求 过 抛物 弓形 的 面积 ,又 如 我 国 南北 朝 时 期 的 刘 
微 ,在 会 元 三 世纪 也 曾 力求 单位 圆 面积 . 他 们 的 方法 都 是 用 许多 
不 重合 的 三 角形 来 拟 合 图 形 . 由 于 时 代 的 限制 ,他 们 不 能 克服 
“无 穷 运算 "的 困难 ,加 之 没有 一 般 曲 线 的 概念 , 求 积 问题 一 直 没 
有 多 大 进展 . 到 了 文艺 复兴 时 期 ( 约 公 元 1200 一 1600 年 ) ,欧洲 
在 科学 技术 的 推动 下 ,需要 求 积 的 对 象 扩 大 了 ,许多 学 者 为 了 求 
出 各 种 曲 边 围 成 的 面积 (如 正弦 曲线 ,zx? 等 ) , 曾 创造 了 更 多 的 
巧妙 方法 . 然而 由 于 这 些 技巧 随 边界 曲线 的 不 同 而 不 同 , 且 与 其 
儿 何 特征 密切 相关 ,也 使 求 积 问 题 了 里 足 不 前 . 

到 了 17 世纪 下 半 叶 ,研究 物体 位 移 运动 以 及 各 种 事物 的 变 
化 规律 成 为 数学 、 物 理学 的 主要 课题 ,致使 许多 学 者 形成 了 以 运 
动 变 化 的 观点 考察 对 象 的 思想 . 如 视 曲 线 为 点 变动 的 轨迹 ,甚至 
将 质点 作 变 速 直 线 运动 的 规律 也 用 曲线 来 描述 . 这 些 研究 工作 
深入 揭示 出 切线 (斜率 ) 与 曲线 纵 坐 标 变动 之 间 的 联系 ,从 而 认 
识 到 求 积 与 求 导 的 互 道 关 系 , 使 积分 问题 作为 求 导 的 逆 运 算 来 
处 理 , 微 积分 主要 框架 基本 构成 . 这 就 是 两 位 伟大 学 者 :英国 的 
I. Newton 和 德国 的 G. Leibniz 的 主要 建树 ,在 微 积 分 这 一 伟大 
历史 成 就 的 丰碑 上 ,永远 留 下 了 他 们 的 名 字 . 

Newton-Leibniz 时 代 的 积分 学 在 本 质 上 应 该 认为 是 关于 
曲线 的 积分 . 虽然 Leibniz 曾 界定 积分 为 “ 某 种 求 和 过 程 ”, 但 由 
于 涉及 到 对 所 谓 “ 无 穷 多 个 无 穷 小 量 的 和 ”的 运算 的 正确 认识 ， 
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也 就 没有 引起 人 们 的 重视 而 无 法 开展 . 

18 世纪 的 数学 家 ,受到 微 积分 的 巨大 功效 的 激励 ,无 忠 顾 
及 当时 微 积分 学 内 部 存在 的 不 严谨 性 问题 ,而 继续 奋发 前 进 ,并 
创立 了 许多 分 析 数 学 的 新 领域 ,获得 了 丰富 的 成 果 . 

然而 , 随 着 物理 学 研究 领域 的 扩大 和 深入 (如 振动 、 光 和 热 
等 ), 用 以 表达 运动 变化 规律 的 数学 中 早期 的 函数 概念 受到 了 极 
大 的 冲击 ,迫使 人 们 对 函数 只 是 由 一 个 解析 式 表达 的 连续 曲线 
的 说 法 加 以 改变 . 特别 是 1810 年 左右 法 国 数学 物理 学 家 Fou- 
rier 关于 热传导 理论 的 开创 性 工作 ,还 一 度 动摇 了 17 世纪 将 积 
分 作为 反 导数 运算 的 认识 ,同时 也 使 其 中 所 运用 的 所 谓 “ 无 穷 小 
分 析 ” 的 不 确切 陈述 再 也 无 法 迎接 新 的 挑战 , 微 积 分 体系 奠基 工 
作 即 严密 化 开始 了 . 

所 谓 严密 化 ,是 指 要 把 微 积分 中 最 基本 的 概念 建立 在 严谨 
的 逻辑 的 基础 之 上 .在 这 一 方面 作出 重大 贡献 的 应 是 法 国 数学 
家 Cauchy ,他 在 19 世纪 20 年 代 发 表 的 著作 中 引进 了 变量 的 极 
限 概 念 , 廊 清 了 存在 于 前 期 的 关于 无 穷 小 量 的 “不 可 分 量 ”、 
“ 瞬 ”、“ 微 差 " 等 不 同 描 述 , 从 而 建立 起 定 积分 作为 "分割 、 求 各 、 
取 极 限 ” 的 统一 格式 . 不 过 ,这 一 积分 定义 是 针对 连续 函数 而 发 
的 .到 了 19 世纪 30 年 代 ,函数 概念 几经 周折 终于 由 德国 数学 家 
Dirichlet 说 定 , 他 在 1837 年 的 文章 中 给 出 了 至 今 还 沿用 的 ( 单 
值 ) 函 数 的 定义 ,从 而 对 函数 认识 的 混乱 局 面 得 到 了 控制 , 微 积 
分 学 的 基本 研究 对 象 也 有 了 共同 的 规范 ,为 微 积分 学 的 进一步 
发 展商 定 了 基础 . 1854 年 德国 数学 家 Riemann(Diriehlet 的 学 
生 ) 针 对 一 般 的 函数 ,给 出 了 积分 的 定义 (这 一 工作 由 德国 数学 
家 Dedekind 于 1867 年 发 表 ) , 极 大 的 扩充 了 可 积分 的 函数 类 ， 
保留 着 积分 作为 求 积 的 原 有 内 容 , 还 在 新 的 基础 上 重新 树立 起 
积分 论 初创 期 的 成 果 . 同时 ,法 国 数学 家 Darboux 对 此 又 作 了 
更 加 细微 的 解剖 . 但 总 的 说 来 ,我 们 称 这 一 积分 论 为 Riemann 
积分 体系 . 

积分 史 的 简单 回顾 使 我 们 懂得 ,一 个 完整 的 概念 和 正确 有 
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效 的 重大 理论 的 建立 , 需 经 过 长 时 期 的 磨 练 和 几 代 人 的 艰苦 努 
力 . 幸运 的 是 ,我们 这 一 代 人 不 必 再 从 头 学 起 ,而 可 以 站 在 巨人 
的 肩 上 向 高 处 攀登 . 本 册 所 介绍 的 积分 理论 ,主要 是 指 19 世纪 
数学 家 们 整理 完成 的 工作 . 

科学 在 不 断 地 前 进 ,积分 论 的 进一步 革新 ,是 在 20 世纪 初 
期 由 法 国 数学 家 Lebesgue(1875~1941) 完 成 的 , 它 为 现代 分 析 
数学 打开 了 大 门 . 


桩 苹 净 效 缠 
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第 七 章 ” 定 (Riemann) 积 分 


$1 定 (Riemann) 积 分 的 概念 - 


1.1 曲 边 梯形 的 面积 问题 


积分 概念 来 自 求 由 曲 边 围 成 的 区 域 面积 问题 , 且 早 在 古代 
就 开始 探讨 了 ( 见 本 章 注 记 ). 但 在 18 世纪 以 前 ,由 于 人 们 无 法 
正确 把 握 无 限 运 算 过 程 ,还 不 清楚 实数 系统 的 结构 ,也 就 缺乏 对 
连续 函数 的 性 质 的 认识 ,因此 不 能 形成 处 理 求 面积 问题 的 统一 
格式 和 方法 . 

第 一 个 明确 提出 “分 割 函 数 的 定义 区 间 , 求 在 子 区 间 上 和 矩形 
面积 的 总 和 ,再 取 极 限 ( 子 区 间 长 度 趋 于 等 ) 的 格式 ”来 求 面 积 的 
应 推 法 国 数学 家 Cauchy. 为 了 说 明 这 一 想法 ,让 我 们 先 举 一 
例 ， 

例 求 坐 标 平面 上 由 抛 
物 线 y 一 zx, 直线 = 一 1 以 及 
z 轴 所 围 成 的 曲 边 三 角形 的 
面积 (图 7-1) 

1 2 

解 ” 用 分 点 0 本， 大， 

2 一,1 将 区 间 [0,1] 划 
分 开 来 , 在 每 个 子 区 间 
i i 十 1 
4 | 二， 二 | 上 取 高 为 3 一 . 中 7-1 


rg ee etn ete 
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(去 ) , 作 小 矩形 ,它们 面积 的 总 和 为 
.= 二 


再 取 极限 lim S, 一 S 一 于 , 求 出 面积 为 了 
如 果 上 述 求 积 的 方法 要 推广 到 一 般 的 函数 ?= /(z) 上 去 ， 
那么 我 们 可 以 提出 以 下 质疑 : 


(1) 上 例 中 如 此 求 得 的 值 却 是 该 曲 边 三 角形 的 面积 吗 ? 如 


果 在 每 个 子 区 间 | 和 ,三 ] 上 所 作 小 矩形 的 高 为 | 二] ,其 至 
取 为 子 区 间 中 点 上 的 高 ,此 时 和 式 极限 是 否 仍 相 同 ? 不 同 怎么 
办 ? 

(2) 如 果 把 区 间 划分 成 2" 个 子 区 间 ,甚至 不 是 等 分 ,然后 
仍然 “以 直 代 曲 "在 子 区 间 上 作 和 矩形 , 求 和 取 极限 ,其 极限 值 是 否 
相同 ? 

(3) 如 果 用 上 述 方法 求 积 ,万 一 极限 不 存在 怎么 办 ? 此 时 ， 
是 计算 方法 不 对 呢 ,还 是 该 曲 边 图 形 没有 面积 ? 

对 此 ,法 国 数学 家 Cauchy 在 《分 析 概论 )(1823 年 ) 一 书 中 
指出 (用 现在 的 写法 ), 若 /(z) 是 [a,6] 上 的 连续 函数 , 且 对 
[4,6] 任 作 分 划 A: 

a=ZXo<T1< < =b, | A | 一 max | (zi 一 Zi-1 )} ? 

则 必 存 在 极限 


I= lim ,2 fe) 一 Zi ) ,全 二 Xi 或 ii. © 


1a1 
并 认定 值 了 即 为 该 曲 边 梯形 的 面积 

由 于 缺乏 一 致 连续 的 概念 ,致使 Cauchy 提出 的 证 明 是 不 
严格 的 . 此 外 ,他 的 这 一 求 积 法 也 只 适用 于 至 多 具有 有 限 个 间断 
点 的 函数 . 然而 在 19 世纪 20 年 代 , Fourier 级 数 ( 见 第 十 二 章 ) 
的 收敛 课题 正 受 到 广泛 关注 ,对 此 作出 重要 贡献 的 德国 数学 家 
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Dirichlet 希望 把 自己 给 出 的 收敛 定理 推广 到 具有 无 穷 多 个 不 连 
续 点 的 函数 上 去 . 在 这 里 ,他 首先 就 遇 到 了 一 个 函数 的 可 积 性 问 
题 ,但 是 没有 解决 . 

德国 数学 家 Riemann 在 柏林 大 学 学 习 时 ,是 Dirichlet 的 学 
生 , 当 他 获悉 这 一 信息 时 ,以 极 大 兴趣 研究 此 课题 . 他 不 是 先 假 
定 函 数 yf(x) 是 连续 的 ,而 是 探求 式 成 立 与 f(x) 的 属性 的 
关系 ,特别 是 把 @ 式 内 f(&) 中 的 & 改 为 子 区 间 [ zi，,zi] 内 的 
任 一 点 ,为 积分 操作 提供 很 大 方便 ,Riemann 的 工作 为 经 典 积分 
理论 竟 定 了 严密 的 基础 ,他 不 仅 给 出 了 函数 可 积 的 充分 必要 条 
件 ,而 且 给 出 一 个 具有 无 穷 多 不 连续 点 的 可 积 函数 的 著名 例证 . 

至 于 第 (3) 点 质疑 , 即 当 @ 式 极限 不 存在 时 应 当 如 何 认识 ? 
此 时 ,我 们 只 能 认为 该 曲 边 梯形 的 “面积 "不 存在 ,或 更 确切 地 
说 ,在 用 这 种 方式 计算 和 认识 下 , 它 没有 面积 . 从 本 质 上 讲 ,平面 
区 域 的 “面积 "应 在 数学 上 给 予定 义 . 因此 ,上 面 的 做 法 实际 上 是 
在 给 出 面积 的 算法 中 同时 也 给 出 了 面积 的 定义 . 


1.2 定 积分 的 定义 


设 f(x) 是 定义 在 [a ,5b] 上 的 函数 . 

(1) 把 [a,6] 分 成 有 限 个 子 区 间 , 即 在 [a,5j] 中 插入 有 限 个 
分 点 ,一 般 都 表示 为 

Al:a 一 ZIo< Ti 所 .…<<T 一 心 ， 

并 形成 一 组 个 相连 的 子 区 间 [z- ,zi](i==1,2,…,n), 我 们 称 
此 为 [a,6] 的 一 个 分 划 (分割 ) , 记 为 A, 并 记 Az; 二 zi 一 zi_1(i= 
1,2,…,7). 以 及 上 A ==max{Axri ,Azx;,…,Axs|, 即 各 子 区 间 
长 度 之 最 大 值 , 称 为 分 划 A 的 模 ， 

(2) 在 每 个 子 区 间 中 任 取 一 点 : 

§ EL[zi) ,Ti ] (i=1,2,…,n), 

简称 为 插 点 组 ,并 记 为 (5). 

(3) 把 分 划 A 的 各 子 区 间 与 播 点 组 ( 殷 上 相应 的 函数 值 组 
成 和 式 
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$=S,(f ,6)= Df(E)An= D) f(&) az), 
称 为 /(z) 在 [a,5] 上 的 Riemann 积分 和 ,简称 为 积分 和 ,其 值 与 


分 划 A \ 插 点 组 (人 的 取 法 有 关 , 如 图 7-2 所 示 . 
Tr 
A 
(| 
| | | 


0 一 6 dl 5 & 3 & x=b x 


7-2 


定义 7.1 设 f(z) 是 定义 在 [a,5b] 上 的 函数 . 若 有 实数 J， 
对 任 给 的 s>0, 存 在 ?>0, 使 得 对 满足 | A|| <5 的 任意 分 划 A， 
以 及 任 取 的 插 点 组 (名 , 均 有 
|S.(f,0—J|<e, 
则 称 f(z) 在 [a,6] 上 是 (Riemann) 可 积 的 ,或 说 f(x) 在 [a,6j 上 
的 (Riemann) 定 积分 存在 ,并 简 记 为 
lim Saf,§)=], lim, 2 f(§)Axi=J. 


lal—0 
数值 ] 称 为 (zx) 在 [a,6] 上 的 定 积分 ,并 记 为 
J 一 | f(z)dz. 


也 简称 为 f(z) 从 a 到 65 的 定 积分 ( 值 ) ,a 称 为 积分 下 限 ,2 称 为 
积分 上 限 . 
为 方便 今后 的 积分 运算 ,我 们 引进 f(x) 从 5 到 a (a<5b) 的 


定 积分 记 为 | (x)dz, 以 及 a 到 a 的 积分 记 为 | 7(z)dz, 并 规 
定 它们 为 
| rez)daz= 一 | f(z)dr, | rcoaz=o 


a 
a 


岂 浊 (urguard ) 半 者 中 和 洲 


国 町 。 效 学 分 析 ( 先 二 冉 ) 

显然 ,这 与 上 述 积分 定义 是 协调 的 . 

” 例 设 /(z) 是 [ec,b] 上 的 常数 (函数 ): f(x) 一 A, ZE 
[a,5], 则 f(x) 在 [a,6] 上 是 可 积 的 , 且 有 


| f(z)dr=A(b—a). 


证 明 ”由 于 对 于 [a,6b] 的 任 一 分 划 A:a= zo 过 Ti 之 x， 
一 0， 以 及 插入 点 &E[z ,rj(i=1,2,…,n), 总 有 


Ss,= > f(&)Az;=A > (Xi— Xi1)=A(b—a), 


故 易 知 J 二 A(5b 一 a). 

定 积分 的 定义 是 用 sg 的 语言 描述 的 ,但 它 不 同 于 曾经 学 
过 的 序列 或 函数 极限 类 型 . 在 分 划 的 模 A | 趋 于 零 的 过 程 中 ， 
当 分 划 A 取 定 时 ,积分 和 Sa。(f,é&) 的 值 并 未 完全 确定 . 面 对 这 一 
新 的 极限 形式 ,首先 必须 阐明 其 极限 值 即 积分 ( 值 ) 的 唯一 性 , 才 
能 获得 其 数学 上 的 明确 意义 ， 

定理 7.1 若 f(z) 在 [a,6] 上 可 积 , 则 其 积分 值 是 唯一 的 . 

证 明 假定 存在 1 与 J; 使 得 

lim SS 一 请， lis = J, 


1 Al 一 0 
则 由 定义 可 知 ,对 任 给 e>0, 我 们 有 
(1) 存在 避 >>0, 使 得 对 满足 上 Ai 上 <6, 的 任 一 分 划 A! 和 
插 点 组 (8 ,有 
1Ss (6 中) 一 放 |<< 椰 ; 
(2) 存在 久之 0, 使 得 对 满足 | A: | <6, 的 任 一 分 划 As 和 
插 点 组 (6 中), 有 
1Ss, (f,8?)—Js < 
从 而 令 6 一 min{, 癌 | , 则 对 满足 上 A 中 过 5 的 任 一 分 划 A 和 插 
点 组 (从 ,都 有 
{Sf,0)—J1<$, 1Ss(f,0)—J:|<7. 
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由 此 可 知 
111 Sf,0)1+1S,(f,d) —J|<F+ = 


由 的 任意 性 , 即 得 J 二 J，. 

现在 ,我们 面临 的 问题 与 已 学 过 的 极限 课题 类 似 , 即 极限 的 
存在 性 与 寻求 极限 值 . 在 定 积 分 的 定义 中 ,函数 f(x) 的 可 积 性 
与 积分 值 J 的 存在 性 是 统一 的 ,但 在 应 用 中 要 求 预先 知道 7 值 
是 不 现实 的 . 因此 ,在 下 文中 我 们 仍 将 对 这 两 个 问题 分 别 展开 讨 
论 .对 于 前 者 ,有 函数 可 积 的 充分 必要 条 件 , 它 将 使 我 们 认识 到 
许多 可 积 函 数 ; 至 于 后 者 , Newton-Leibniz 公式 则 是 计算 定 积 
分 值 的 主要 手段 .不 过 ,此 前 先 来 介绍 函数 可 积 的 必要 条 件 ,以 
便 缩小 研究 范围 ， 

定理 7,2( 函 数 可 积 的 必要 条 件 ) 若 f(z) 在 [a,6] 上 可 积 ， 
则 了 (x) 在 [a,6] 上 有 界 . 

证 明 不 妨 设 f(x) 在 [a,b] 上 的 定 积分 值 为 J ,那么 对 于 *。 
二 1, 必 存在 5>0, 当 [a,5b] 的 分 划 A:a 二 zo 过 zi 三 …< 之 xz, 二 4b 满 
足 上 A <6, 且 不 论 插 点 组 人 $E[zi1 ,zi](i==1,2,… ,nn) 如 何 选 
取 时 , 均 有 


Baa 


下 面 指出 , f(x) 在 任 一 子 区 间 [zi1 ,zi;] 上 都 是 有 界 的 . 不 妨 考 
察 [ zi-: ,i ]. 因为 ,我 们 有 


|f(& )Azi | -| >) f(t)an—J|<| >» 76)an- 咱 <1， 
话 记 i=1 


1 
1 A < 之 He)an- 咱 ) 


易 知 对 于 除 ;一 za 外 取 定 的 插 点 ,上 式 右 端 是 一 个 定 值 ,而 让 
揪 点 名 在 [ziyzs] 上 变动 时 ,由 于 上 式 总 是 成 立 的 ,就 说 明 
f(z) 在 [zs-1 ,zs] 上 是 有 界 的 . 因此 ,f(z) 在 [a,6] 上 必 有 界 . 
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注 “有 界 函 数 不 一 定 是 可 积 函 数 , 请 看 下 例 ; 


定义 在 [0,1] 上 的 Dirichlet 国 数 
1,， xz 是 有 理 数 ，; 
D(z)= 
(7) 0，z 是 无 理 数 


是 不 可 积 的 . 这 是 因为 对 于 [0,1] 的 任意 的 其 模 充分 小 的 分 划 
A:0=zo<z<…<<z, 王 1 来 说 ,总 可 取 两 个 插 点 组 : 

(é€) :有 理 数 &E [zi ,Ti ]; 

《7) :无 理 数 ELzii ,zi](i=1,2,…,n). 
而 作出 两 个 Riemann 和 


S,(f ,= A = Ar=1, 


Sf sD=— 人 EA)Az =0, 

所 以 不 可 能 存在 实数 了, 使 得 1S,( 了 ,一 J| 与 15,( 了 ,办 一 省 均 
任意 小 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 设 f(z) 在 [0,1] 上 可 积 , 且 有 |， f(z)dz>0, 试 证 明 存在 
[a,8]C[0,1], 使 得 f(z)>0,z€E[e,8] 

2. 设 /(z) 在 [4,6] 上 有 界 ,a>0, 对 [a,6] 的 任 一 分 划 Aia 
二 zo <<X1 之 …<<z, 二 b, 以 及 任意 的 插 点 组 (他 , 试 计算 


lim > f(§)(Az)'™. 


Hal 
3. 设 /(z) 是 [a,6] 上 的 非 负 可 积 函 数 , 若 有 | f(z)dz 一 0， 


试 证 明 对 任 给 s>0 ,存在 子 区 间 [c,p8]jCf[a,o ,使 得 f(x)<e(a 
EE 


S 2 Darboux 上 上 .下 和 ,上 .下 积分 


为 了 探讨 函数 的 可 积 性 ,当然 必须 考察 积分 和 (数值 ) 的 变 
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动 状 态 与 范围 , 上 一 节 的 定理 已 经 告诉 我 们 ,只 有 有 界 的 函数 才 
能 研究 它 的 可 积 性 . 因此 ,函数 的 上 、 下 确 界 就 为 控制 积分 和 的 
动态 提供 了 最 佳 手段 . 本 节 所 介绍 的 Darboux(1875 年 ) 的 工 
作 ,使 有 界 函 数 的 可 积 性 获得 了 简明 的 判别 准则 ， 


2.1 Darboux 上 、 下 和 
下 文中 ,我 们 总 是 讨论 定 
义 在 [a,6] 区 间 上 的 有 界 函 数 
f(x) ,并 记 
M=M(f)=sup{f(z)}, 
m=m(/)= inf {f(z). 
定义 7.2 作 [a,6j] 的 分 
划 A:a=zo 达 zi 过 … 太 z= 二 6, 且 对 i 二 1,2,…,n, 记 
| 


m=—m(f)= inf | 7) 
则 称 和 式 ( 数 值 ) 
S$,=5,.(f)= > AiAzi， $=S(f)= > mi ATi 


为 f(z)( 在 [a,5] 上 ) 关 于 分 划 A 的 Darboux 上 和 与 下 和 ,简称 
为 上 和 与 下 和 , 这 一 操作 避免 了 原 积 分 和 由 于 函数 在 播 点 上 值 
的 变化 而 出 现 的 不 确定 性 . 

引 理 7. 1 (积分 和 与 Darboux 上 .下 和 的 关系 ) 设 A:a=zx。 
过 zi 之 … 达 zx, 一 6 是 [a ,bj 的 任 一 分 划 , 则 

(1) 对 任意 的 插 点 组 (人 y ,有 S, 志 Ss。 志 S。, 即 


>; mi AX; > 5)Az 委 > MiAzx.;; 
i=1 i=1 i=1 


(2) 对 任 给 的 e>>0, 存 在 插 点 组 (#),《#) ,使 得 
S,.—e<S(f,€),S+e>S(f,e), 11 


沪 漠 (WBW31) 计 坤 中 溃 


(i=1,2,.…,n), 


将 让 (CUUeuar) 和 地 忠 各 
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即 

之 AiAzi 一 se<< > FS )Azi ， > miAxit+e > > f(E )Azi， 
中 


证 明 (1) 显然 . 

(2) 对 于 每 个 [x_i,z], 由 F(z) 上 、 下 确 界 的 定义 可 知 , 存 
在 & ,ELzi) ,Xi (i=1,2,.… ,11) ,使 得 

M, 一 天 -< )， 
(i=1,2,.…,n) 
mt >/(8), 

对 上 式 乘 以 Ar 且 从 i=1 到 i= 求 和 即 得 式 @. 

上 述 结论 说 明了 上 、 下 和 5S 、S, 与 积分 和 S。 的 密切 关系 ， 
而 注意 到 前 者 的 数值 与 插 点 《全 无 关 , 易 知 对 它 的 研究 不 仅 简 便 
得 多 , 且 对 廓 清 积 分 和 的 变动 范围 极为 有 益 . 

为 了 适应 积分 和 S,(/) 在 上 A 一 0 时 的 极限 过 程 ,还 需要 
对 不 同 分 划 的 上 .下 和 作 比 较 , 而 引入 所 谓 加 细 分 划 的 概念 . 

定义 7.3 设 A ,A 是 [a,5] 的 两 个 分 划 . 

(1) 车 A' 的 分 点 必 为 A 的 分 点 , 则 称 A” 为 A' 的 加 细 分 划 ， 
并 记 为 

A'CA 或 DA 

它 表示 分 点 集合 的 包含 关系 . 

(2) 若 A’ 是 合并 A’ 与 A 中 全 体 分 点 而 形成 的 分 划 时 , 则 
称 A* 为 A 与 仿 的 合并 分 划 , 且 记 为 A =AUA“ ,注意 ,此 时 
显然 有 A’ 刁 A',A* 必 A .这 一 事实 为 联络 两 个 不 同 分 划 架 起 了 
桥梁 . 

引 理 7.2 设 人 A 与 A 是 [a,6] 的 两 个 分 划 , 车 ADDA' 且 A” 
仅 比 A' 多 一 个 分 点 , 则 
0<Sw —Se 人 SA HM-—m), OSS —Sy A’ (Mm). 

证 明 以 第 一 式 为 例 ,不 妨 设 分 划 为 
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A' ;a=70 Tr 1 < < 一 
A :4 一 Tc < < ,=b, 
即 A 中 的 新 分 点 落 在 区 间 (z;, -1 ,zi ) 内 , 记 
Ma = ,sup, {f(z)}, Ms, = S$up, {f(z)!, 


易 知 Mi <M, ,Mi <M;, 。” 从 而 有 
六 一 ， 

Sx 一 Sv 一 >， M;: Ari 十 NM (za 一 Zoo-i) 十 2) M;* Arz: 
i=1 


i=iy+l 


-| 2 MiAri 十 Mi (六 一 zi-1 ) 十 Mi (zx —z’) 


沪 尖 (UUEWU30T) 厂 刷 叶 洲 


+ AM "Ai 


一 2 十 1 


一 Mi (xi Ti -1 )—[M; (六 一 zi- ) 
十 Ma (zu —z’)]. @ 
由 此 立即 可 知 Sw 一 Sw 之 0. 
郧 一 方面 ,在 式 @ 中 以 M 代 M, ,以 加 代 M’ 与 M' ,又 得 
Ss — Sr Mz —Zz-1)—m(z, — Zz -1) 
=(M—m)(z, ~—z i) IA (Mm). 
推论 7.1 车 A’,A" 是 [a,6b] 的 两 个 分 划 , 且 A 是 由 和 添加 
k 个 新 分 点 而 形成 的 分 划 , 则 
0 委 S —Sx El A (Mm), 
0 委 Se 一 Sv 委 4 A | (Mm). 
推论 7.2 车 A 与 A 是 [a,5] 的 任意 两 个 分 划 , 则 Ss 二 
Sy. 
证 明 作 分 划 A" =A'UA’ ,因为 A* 汪 A',A' 刁 A, 所 以 
由 推论 7?. 1 知 
Sx Sa 委 S. Sy. 


2.2 Darboux 上 下 积分 
上 一 节 的 推论 表明 ;分 划 加 细 , 上 和 递减 ,下 和 递增 ,而 且 上 _13 


阔 江 (EUmermary) 关 项 中 六 
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和 不 会 比 任 一 下 和 小 ,下 和 不 会 比 任 一 上 和 大 , 因此 ,上 和 的 下 
确 界 与 下 和 的 上 确 界 这 两 个 值 , 引 起 了 我 们 的 兴趣 ,这 从 定 积分 
的 面积 意义 看 是 很 明白 的 . 

定义 7.4(Darboux) 设 A(z) 是 [a,b] 上 的 有 界 函 数 ,对 
[a,bj] 的 一 切 分 划 A, 作 相应 的 上 和 数 集 13。 与 下 和 数 集 {Ss|， 
且 记 其 下 、 上 确 界 各 为 


inflS.1=| f(z)dz, suplssl = f(z)dz, 


并 各 称 为 f(z) 在 fa,bJ 上 的 Darboux 上 积分 与 Darboux 下 积 


分 ,简称 为 上 、 下 积分 . 
根据 这 一 定义 以 及 推论 7. 2 易 知 ,对 [a,5] 的 任 一 分 划 A， 
总 有 


Ss.<| rn)dz<| fdr<5.. 

下 述 重 要 结论 表明 ,上 (下 ) 和 和 与 上 (下 ) 积 分 的 关系 还 可 用 
极限 形式 来 描述 . 

定理 7.3(Darboux) 设 f(z) 是 [a,6] 上 的 有 界 哺 数 , 则 对 
任 给 的 e>0, 存 在 6>0, 使 得 当 [a,5] 的 分 划 A 满足 上 A < 
时 ,有 

『 f(x)drte>5,, | f(x)dr—e<S,, 

也 写成 
lim 5, =| f(z)dz, lim Ss=| f(z)az. 


IAl—0 
证 阴 ”以 下 积分 为 例 , 且 不 妨 假定 f(x) 在 [a,6j 上 不 是 常 
数 , 仍 记 M,m 为 f(z) 在 [a,bJ 上 的 上 、 下 确 界 , 根据 下 积分 的 定 
义 可 知 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 [a,5] 的 分 划 
A :aq 一 To<zi< < 一 妨 ， 
使 得 
| roDadz-Se <$ 
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现在 取 8:0<6< 寺 CN- 贡 ,并 对 任 一 满足 | A1 < 的 


[a,5] 的 分 划 A, 再 作 合并 分 划 A* 二 A'UA, 易 知 分 划 A* 是 和 A 的 
分 点 再 添加 至 多 mm 个 新 分 点 而 成 . 从 而 根据 前 述 推论 7. 1 可 得 
0 SS: — Sno | A | (M—m) 
<m3(M 一 m)< 如 9 e= 语 . 
注意 到 SSw 委 S\ ,我 们 有 


o<| f(s)a—s,= (| f(z)ae—ss |+ (se—s,) 


<Z+(S -5 )<T+ = 


推论 7.3 对 [a,6] 上 的 有 界 函 数 ,其 上 、 下 积分 相等 的 充 
分 必要 条 件 是 :对 任 给 s 之 0, 存在 8 之 0, 使 得 对 任 一 满足 | Al| 
<6 的 分 划 A, 均 有 5 一 SA<e， 

证 明 ”充分 性 可 由 


| f(z)dr—| f(r)dr<S,—S,<e 


六 冰 (UUBW918) 辣 ”出 中 溃 


直接 导出 . 
现 证 必要 性 . 根据 定理 7.1 可 知 ,对 任 给 e 汪 0, 存 在 6>0， 
使 得 对 任 一 满足 1 上 A <6 的 分 划 A, 有 


| f(z)dr—e<Ss<S.<| 7(z)dz+e 


从 而 在 上 、 下 积分 相等 的 前 提 下 , 易 得 5 一 Ss。<<2e. 

思考 练习 解答 下 列 问题 : 

1， 试 写 出 定义 在 [0,1] 上 的 Dirichlet 函数 的 上 、 下 积分 . 

2. 试 求 函 数 F(z)= 工 在 [0,1] 上 的 下 积分 . (提示 :注意 x 
<<( 妇 十 Zrl)Z2) 

3. 设 JEcC([0,1]). 若 存在 常数 ! ,使 对 [0,1] 的 任 一 分 划 
A, 都 有 Ss 一 /, 试 证 明 .A(z)=/. ( 取 分 点 0,1, 得 /=zm) 15 


将 型 (Quest ) 污 二 直 洲 
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SS3 本 数 可 积 的 充分 必要 条 件 ， 
可 程 郴 数 类 


3.1 函数 可 积 的 充分 必要 条 件 


有 了 Darboux 关于 上 、 下 积分 的 工作 ,我 们 就 可 以 给 出 关 
于 有 界 函 数 可 积 性 的 充分 必要 条 件 ,这 些 条 件 较 为 形象 且 便 于 
应 用 ,对 确定 可 积 函 数 类 型 提供 了 方便 . 
为 方便 计 , 记 [a,6] 上 所 有 可 积 函 数 之 全 体 为 R([a,6b]),f 
ER([a,9j]) 表 示 f(z) 是 [a ,bj 上 的 可 积 冰 数 ， 
定理 7.4 设 f(zx) 是 [a,6] 上 的 有 界 了 水 数 , 则 fER([a,6b]) 
当 且 仅 当 其 上 、 下 积分 相等 . 此 时 有 
| raz= 62)4e—f rodz D 
证 明 ”充分 性 .假设 f(x) 的 上 、 下 积分 相等 , 旦 等 于 了 , 则 由 
推论 7.3 可 知 ,对 任 给 的 e>>0, 存 在 6>0, 当 [a,65] 的 任 一 分 划 AA 
满足 上 A 过 8 时 ,有 S。 一 Ss。<<e, 注意 到 不 等 式 
SIS<S,, SS<S SAS, 
(Ss。 表 示 积 分 和 ) 立 即 可 知 |S, 一 J 过 e, 这 说 明 FER ([a,65])， 
且 有 


| rzaz=7 


式 名 成 立 . 

必要 性 . 假设 AER (La,6]). 

因为 /ER ([a,6]) ,所 以 对 任 给 s>0, 存 在 89>0, 当 [a ,0] 
的 分 划 A 满足 上 A 上 <s 时 ,对 任 一 积分 和 Ss( 了 ,有 名 都 有 


| f(z)dz 一 生 <Ss(f ,和 <| 7Gz)dz+ 千 


注意 到 积分 和 与 上 、 下 和 的 关系 可 知 ,我 们 能 选取 特定 的 插 点 组 
(>,《8) ,使 得 
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5.—<S(f ,6), S, +>S,(f,8). 
合并 上 述 两 种 不 等 式 , 得 到 
[ f(z)dz—e<Ss<5.<| f(z)dzrte. 


出 此 即 知 5。 一 Sa。<e. 这 说 明 f(z) 的 上 、 下 积分 相等 ,又 由 充分 
性 的 证 明 中 可 知 式 四 成 立 ， 

上 述 定理 表明 ,上 、 下 积分 相等 与 积分 的 存在 是 等 价 的 ,上 、 
下 积分 相等 也 可 作为 定 积分 存在 的 定义 . 这 从 几何 上 看 是 很 好 
理解 的 ; 记 [a,b] 上 非 负 函 数 f(z) 形 成 的 下 方 图 形 面积 为 S, 则 
对 任 一 [a,6] 的 分 划 A, 总 有 Ss。 志 S&5,. 

现在 对 一 切 分 划 A, 在 上 式 左 、 右 端 取 其 上 、 下 确 界 , 可 得 


| jz)dz<s<| F(z)dz 


在 上 式 等 号 成 立 的 情形 下 ,其 值 就 应 为 S. 
例 设 FER([a,o), 且 记 m 和 FA(z) 委 M,zEla,b, 则 


m(6—a)<| 7(z)dz<M(G6 一 ) @ 


证 明 ”只 需 注意 到 ,对 [a,6b] 的 任 一 分 划 A, 均 有 
m(b—a)<S(f) ES (ES, (EM(b—a) 
期 可 . 
特别 ,对 非 负 可 积 函 数 f(z), 必 有 
[ f(x)dr>0. 


推论 7.4(Riemann】 设 f(z) 是 [a,b] 上 的 有 界 函 数 . 
(1) fE R([a,6]) 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 给 e 之 0, 存 在 5 
>0, 使 得 当 分 划 A 满足 上 A 上 <6 时 ,有 Ss。(/) 一 Ss。(f)<e. 
(2) fE R([a,6]) 的 充分 必要 条 件 是 ;对 任 给 的 e>0, 存 在 
[a,6] 的 分 划 A, 使 得 
5.(f)—S,(f)<e. 
证 了 明 (1) 直接 引用 推论 7. 3. 


阔 噶 (Ueuar ) 和 二 引 泪 
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(2) 只 要 注意 上 、 下 和 与 上 、 下 积分 之 间 的 关系 即 可 . 
注 ” 如 果 对 于 [a,5j] 的 分 划 A:a=z<z<…<z=b 引 
用 f(z) 在 [xi-1,xi] 上 振幅 符号 : 
ui =w(f)=M:—m; 
=sup{ | f(z)—f(y)|:z,y€E [zi ,Zi]| 
(i=1,2,.…,n), 
那么 上 述 充 分 必要 条 件 中 的 不 等 式 又 可 写 为 


> oa > (Mi —m)Ar=5, 8S, j<e. 二 


显然 ,为 使 式 @ 成 立 ,理应 在 振幅 w 与 Az, 两 个 方面 上 下 
功夫 . 例如 ;我 们 能 使 每 个 w 都 充分 地 小 ,这 当然 是 最 理想 的 情 
形 ,因为 此 时 ,小 区 间 Ar 长 度 的 总 和 也 就 是 5 一 4a, 所 以 式 @ 成 


ya 
3.2 可 积 函 数 类 


例 1 若 f€EC([a,6]), 则 f€ER([a,6b]). 

证 有 明 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 有 下 述 性 质 : 

(1) 有 界 ; 

(2) 一 致 连续 , 即 对 任 给 的 e 之 0, 存 在 3>0, 当 [a,2] 中 有 两 
点 ,7 且 满 足 |# 一 让 过 8 时 ,就 有 |f( 人 一 f(D1<e. 

(3) f(z) 可 以 取 到 最 大 、 最 小 值 . 振幅 就 是 其 最 大 、 最 小 值 
的 差 ， 

因此 ,可 作 [a,6] 的 满足 A < 之 6 的 分 划 A;a=z 达 zi 过 
…<z 一 6, 使 得 在 每 个 子 区 间 [z-， ,Ti] 上 ,有 

w=M—m<e(i=1,2,.… ,7n). 
这 就 满足 了 推论 7.4 的 条 件 , 故 fER([a,5b]). 

为 使 式 @ 成 立 , 上 例 是 从 w; 下 手 的 , 即 让 所 有 ww 项 皆 小 于 
,这 正好 相当 于 一 致 连续 的 意思 . 那么 ,是 否 可 以 从 Ar; 下 手 
呢 ? 即 让 分 点 如 此 之 多 ;使 每 个 Az; 皆 小 于 :, 使 式 @ 成 立 . 问 

18 ” 题 不 那么 简单 ,这 是 因为 此 时 w; 相 加 的 项 数 可 无 限 增多 的 . 不 


沪 消 (UGBU9TH[) 关 ”二 叶 潍 
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过 ,在 特定 的 情况 下 ,如 w; 可 直接 表 出 而 被 化 解 时 ,这 一 设想 仍 
可 取 . 
例 2 若 /(z) 是 [a,56] 上 的 单调 函数 , 则 f€ R([a,61). 
证 明 ”不妨 假 定 /f(z) 在 [a,5] 上 递增 , 且 不 是 常数 . 它 当 然 
是 有 界 的 : 


Fa) 委 Fz) 委 /6)，zE[a,p]， 
对 任 给 的 e>0, 作 [a,b 的 分 划 
A:a 王 To<zZi<…<z 一 b, | A <e/ LO 一 Fa)]. 
注意 到 f(z) 的 递增 性 ,在 [zxi-; ,zx;] 上 有 
M;= f(xi) ,m= f(x 1) (i=1,2,. ,7). 
由 此 可 知 w= 二 f(zi;) 一 f(xi-1) (i 二 1,2,…,n), 且 有 
>) wiAzi 一 > [f(z) ~ f(x) )Az 


i=1 i=1 


€ nn 
<pe FD 2 Uf) f(r) 


冰 对 (UUBU3I) 和 一 姓 中 小 


FF 6) fa)]=e. 
即 得 所 证 . 
当然 ,为 使 式 @ 成 立 , 上 述 两 类 函数 均 有 特殊 性 ,着 眼 处 过 
于 极端 . 读者 或 许 已 经 悟 到 ,让 ww 与 Ax; 相互 照顾 , 即 在 某 些 w 
不 能 充分 小 处 ,其 相应 的 子 区 间 Ax; 的 总 长 度 却 可 充分 小 ,此 时 
可 预见 式 @ 仍 能 成 立 . 
推论 7,5(Du Bois Reymondd) [a,5] 上 有 界 区 数 可 积 的 
充分 必要 条 件 是 :对 任 给 的 e 汪 0,o>>0, 存 在 分 划 A:a= 二 zo 过 工 
<<…<z 一 0 其 相应 于 wi; 之 s 的 子 区 间 Ax; 的 长 度 的 总 和 小 
于 5g， 
证 明 对 [a,5] 的 分 划 A, 作 分 解 
>) wi ATX: = 名 wwAzri 十 2) wAzi， 由 
1 一 】 A) 


(B) 


@ 杜 : 布雷 蒙 (1831 一 1889) ,德国 数学 家 . 19 


阔 淖 (queurot 训 ) 所 山寺 游 
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其 中 之 表示 对 内 <<s 所 在 子 区 间 指 标 ; 求 和 ， 之 表示 对 ww 之 


E 所 在 子 区 间 指标 求 和 ， 
充分 性 . 记 0Q==M 一 m 为 1(z) 在 [a,5] 上 的 振幅 ,由 题 设 知 ， 


对 了 5E 订 以 及 o 一 葱 ,存在 分 划 A, 且 知 


2 Ar < Zoa) 2 Tt0 AT 
<apa) (+0 “ o< 本 十 斑 一 < 


这 说 明 fE€E R([a,5b]). 

必要 性 ,假定 fE R([a,5]), 则 由 可 积 性 条 件 知 ,对 任 给 的 
e>0,a>>0( 注 意 ce 仍 是 任 给 的 ) ,存在 分 划 A:4 二 zo 过 Ti 过"… 之 
< 使 得 


> wi ATX; oe, 
1 一 1 


注意 到 不 等 式 & >， Azi 委 之 ojAzi 委 > w;AZXx; 达 oe ,立即 可 
(8) i=1 


知 Da <o. 


这 就 是 说 ,相应 于 wi; 之 e 的 子 区 间 长 度 总 和 小 于 v， 
例 3 Riemann 函数 
0 ， 工 是 无 理 数 ,z=0; - 
R(x) | 


ea 与 g 是 互 素 正 整数 
在 [0,1] 上 是 可 积 的 . 
证 明 对 任 给 。>0,0>0, 易 知 在 [0,1] 中 满足 二 之 e(g<e) 
的 有 理 数 女 ( 与 g 是 互 素 的 正 整 数 ) 只 有 有 限 个 ,不 妨 记 为 
risre ,re (k=k(e)). 


现在 ,可 作 [0,1] 的 分 划 人 ,满足 A 天 元 , 且 使 得 上 述 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 
个 有 理 数 均 含 于 小 区 间 的 内 部 . 此 时 , 若 分 划 A 中 的 小 区 间 不 
含有 ri(i 一 1,2,… ,全 , 则 7z) 在 其 上 的 振幅 为 二 一 0D<e, 而 使 


fz) 在 其 上 振幅 大 于 e 的 子 区 间 必 是 含有 ri(i 一 1,2,…,&) 的 
小 区 间 , 这 样 的 小 区 间 至 多 有 个 ,其 长 度 总 和 小 于 kA 一 


k* 万 一 0, 即 得 所 证 . 


推论 7.6 若 定 义 在 [a,6] 上 的 有 界 函 数 只 有 有 限 个 不 连 
续 点 , 则 f(z) 在 [a,65] 上 可 积 ， 

证 明 假定 f(x) 在 [a,5] 上 有 个 不 连续 点 , 征 m 志 f(x) 
委 M,zE[a,8]. 现 在 ,对 任 给 s 之 0, 进 行 如 下 操作 : 

(1) 在 [a,5j] 中 作 个 小 开 区 间 , 使 这 zp 个 不 连续 点 含 于 其 


内 部 ,而 这 户 个 小 区 间 长 度 总 和 小 于 NE 


(2) 在 [a,5] 中 除去 上 述 p 个 小 区 间 后 , 剩 下 至 多 还 有 p 十 
1 个 小 闭 区 间 , 对 其 中 每 个 小 闭 区 间 上 ， A?) 站 过 线性 ,可 且 


对 其 作 分 划 , 使 在 其 上 的 上 、 下 和 之 差 均 小 于 2 一 人 5 


我 们 将 (1) 中 的 个 小 区 间 以 及 (2) 中 的 p 十 1 个 小 区 间 的 
分 划 合 成 [a,6] 的 分 划 A, 易 知 


>) miAzi 一 之 mw Azi 十 >, Ww; AT; 
A 


{1) (2) 


<(M—m Az;, 十 (0 一 < 
( ) 之 ( 0a) 可 
[3 € 
人 
其 中 >， 表示 对 (1) 中 的 p 个 小 区 间 求 和 ，》) 表示 对 (2) 中 的 
(1) (2) 


小 区 间 求 和 . 即 得 所 证 . 

注 1. 根据 推论 7. 6 的 证 明 过 程 不 难 推 知 ,如 果 定 义 在 
[a,b] 上 的 两 个 函数 fz) 与 g(x), 它 们 只 在 [a ,6] 中 的 一 个 点 上 
取 值 不 同 ,而 且 /ER([a,6b]), 那 么 g(x) 在 ta,b] 上 也 可 积 , 且 
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它们 的 积分 值 相同 ， 

2， 根 据 推论 7.6 又 不 难 推 知 .对 于 [a,6] 上 定义 的 有 界 函 
数 , 若 对 任意 的 S>0, f(z) 在 [a 十 6,5] 上 都 可 积 , 则 f(z) 在 
[a,65j 上 可 积 . 


. 1 
sin 二 ，Z70, 在 [0,1] 上 可 积 ,其 中 A 是 任 


例 4 | 
A, T=0 


_ 意 一 个 常数 ， 

上 述 例 中 的 值 A 不 影响 /(z) 的 可 积 性 与 积分 值 . 因此 ， 

f(z) 上 [0,1] 上 的 积分 往往 写成 | sin 二 dz, 而 不 给 出 被 积 函数 
在 zx 一 0 处 的 值 . 类似 地 ,又 如 


0， r=0,， 
Ze 


沪 消 (UUE0I3I) 半 ”地 中 潍 


1 ， 并 天 0 ， 
rt Sinz 


在 [0,1] 上 连续 , 故 可 积 ,其 积分 值 写成 


i1y1 1 
| (i) 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命 题 : 
1 车 fER([a,6]), 则 对 [a,6] 作 等 分 刘 


Xi =a+e—%, Azi=2—4. (n= 二 1,2,…) 必 有 


n n 
im Kz)an=| flz)dz. 


2. 若 /ER(Cta,5]), 则 函数 
h(z)= inf AD， H(z)=sup{f(2)! 
是 [a,6] 上 的 可 积 函 数 . 
3. [RCz)dz=0, 其 中 R(z) 是 Riemann 函数 . 
0， 工 是 无 理 数 ,x=0， 
oa ，z 一 刀 ( 既 约 分 数 ) 


4. | 
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在 [0,1] 上 可 积 , 其 中 数列 1a, | 满足 e, 一 0(n>co). 

5. f(x) 二 lnz， In(1 十 x) 在 [0,1] 上 可 积 . (提示 : f(x) 一 0 
(Zz 一 0 十 )) 

6. 设 fE R([a,65]), 则 


el) oe 
er Ne eer (inl) 


im > f(z = fa) 


7, i 7 ,使 得 对 [ae ,如 的 
任 一 分 划 
Ai:a 王 ZIo< TIi<<… 和 < 一 p， 
&=ziil 或 (i=1,2,.…,n), 总 存在 极限 


lim > f(&)Arz:i = 


1A1 一 03 
则 fER([a,6]). 
8、 若 定义 在 [a,5b1 上 的 函数 f(z) 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 
(其 余 的 点 皆 为 J(z) 的 连续 点 ) , 则 JE R([a,6]). 


$ 4 徽 积分 基本 定理 、. 定 积分 的 基本 人 性质 


至 此 ,大 家 已 经 知道 多 种 可 积 函 数 类 ,那么 如 何 求 出 定 积分 
的 值 呢 ? 按 定义 ( 求 和 式 极限 ) 较 繁 难 且 走 不 远 的 . 下 面 所 介绍 
的 Newton-Leibniz 公式 ,对 此 提供 了 极 大 的 方便 . 

L Newton 是 经 典 力学 的 黄 基 人 ,对 物体 的 位 移 运动 有 着 深刻 的 理解 , 
他 认识 到 | 变速 运动 (以 直线 运动 为 例 ) 物 体 的 速度 v(1) 与 位 移 距 离 s(1) 之 
间 的 内 在 联系 : 


(=ut), 了 w(t) dt=s(21)—s(i), 


站 蜡 ( QueuusId) 关 二 中 波 


沪 消 (WUE09TY) 计 ”城中 名 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 
也 就 是 说 ,将 充分 小 的 时 间 间 隔 内 的 距离 积累 成 从 4 到 时段 内 的 总 距 
离 : 

> vt)Ati~ s(t )— s(t ). 


他 把 这 一 思想 运用 到 坐标 平面 中 曲线 在 Le, 如 上 的 积分 计算 ,让 曲线 
变化 并 视 为 某 物体 运动 速度 的 变化 ,从 而 悟 出 了 一 般 的 积分 计算 公式 .用 
现代 的 语言 来 说 , 那 就 是 :7F(z) 在 [a,b 上 的 定 积分 等 于 /(z) 的 原 函 数 在 
上 、 下 限 上 的 值 的 差 .( 德 国 数学 家 Leibniz 从 几何 的 角度 作出 了 同一 结 
论 ,不 再 陈述 ) 


4.1 Newton-Leibniz 公式 


定理 7.5(Newton-Leibniz 公式 ) ” 设 f(x) 在 [a,6j 上 可 积 ， 
朋 在 [a,6] 上 有 原 户 数 F(x), 则 


| f(z)dr=F(b)—F(a)defF(z) 


6 


(下 文中 ,简称 此 式 为 N-L 公式 ) 

证 明 由 fER([a, 引 j) 可 知 ,对 [a,6] 的 任 一 分 划 A:e 一 zo 
II, =, 以 及 任意 的 播 点 组 &E€ [zi ,Ti (i=1,2, 
,1) ,有 


lim 5) (6)Ar=| flr)dz. 


lasl 01i31 
现在 ,由 微分 中 值 公式 特别 取 插 点 组 如 下 : 
F(zxi)—F(z 1)=F (CAr= fC Ar (i=1,2,.,7n). 
由 此 可 知 


> HE) Ari= [F(z) -F(z 1)]=F(6) F(a). © 
从 而 我 们 有 
站 raz= lim, HE)an=F() 一 Fo) 


注 1. 注意 到 (xz) 是 六 (z) 的 原 函 数 , 故 当 疡 ER([a,b]) 时 ,N-L 
24 ”公式 可 写 为 
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人 redz=Ao 一 Fa 


2. 上 述 定 理 并 不 是 说 可 积 函 数 一 定 有 原 函 数 ,而 是 说 如 果 存 在 原 函 
数 , 那 么 可 用 来 计算 定 积分 的 值 . 例如 


一 1，0 委 zz 安 1) 

fz)= 四 1<<x 委 2， 
在 [0,2] 上 可 积 , 但 在 [0,2] 上 不 存在 原 函数 ， 第 
此 外 ,即使 有 原 函 数 存在 的 函数 也 不 一 定 可 积 . 例如 在 [一 1,1] 上 的 吉 
函数 定 
0， 一 0; 全 
res 了 
Z sin 37, 天 0 ， : 
是 函数 村 
分 


0， 工 一 0; 
-| 2 1 1 


一 Cos +2rsin zz， X70 

在 [一 1,1] 上 的 原 函 数 ,但 f€R([ 一 1,1]). 

3，N-L 公式 也 称 为 微 积 分 基本 定理 ,由 此 可 见 它 在 整个 微 积分 学 中 
的 地 位 和 作用 . 这 一 公式 把 原先 在 复杂 的 定 积分 定义 中 的 积分 值 计算 化 
为 求 原 函 数 的 问题 ,这 就 为 普及 微 积分 打开 了 大 门 ， 

大 家 在 第 一 册 中 已 经 学 习 过 许多 求 原 函数 的 方法 ,因此 在 
这 里 不 再 过 多 列举 直接 套用 公式 的 计算 .值得 一 提 的 是 ,我 们 倒 
可 以 利用 N-L 公式 来 计算 某 些 “类 积分 "和 式 的 极限 . 


例 1 设 0<p<g, 则 In 了 9 


证 明 ”因为 函数 二 在 [p,q] 上 连续 ,从 而 可 积 , 且 lnz 是 二 


在 [如 ,q] 上 的 原 函 数 ,所 以 由 N-L 公式 得 
| EIng—Inp=In PE 


注意 到 二 << 方 (6<z), 故 


dz __g—p 
1 了 一 | 去 .一刀 
了 p 


p px 


沪 消 (WBW374) 并 宰 中 壁 
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例 2 设 F(z)=2zsin 二 一 cos 工 (0<z<I),FC0O) 一 0, 则 


F(z)=z?sin 工 (0<zx<1) 以 及 F(0)=0 是 f(x) 的 原 函 数 ,从 
而 有 
[ f(x)dr=sinl. 
全 3 计算 im 
解 ” 若 将 上 式 化 为 
n e 1 
2 


i 一 1 i=1 1 十 (之 ) 于 


易 知 上 式 右 端 正 是 连续 函数 二 在 [0,1] 上 针对 等 分 后 并 


取 函 数 在 子 区 间 | 二 ,二 | 右 端 点 上 的 值 作出 的 积分 和 . 从 而 
立即 得 到 


| An 1 dz 和 
lim >) -| TE arctanl arctan0 一 了 


-co < 
iz=l 


例 4 求 lm ,其 中 


下 . 2 nn 
Sin -一 Sm 六 mn 
= 一 了 二 一 各 十 十 一 
nn 十 一 nn 十 一 十 一 

n n 


解 乍 看 1 一 > sin 妞 . 一生 ,有 点 像 函 数 sinz 在 
太一 了 十 


RRR? 
n 十 一 
n 


[0,x] 上 的 积分 和 : 
"sinzdz=lim 3 sin 7 . 
| sinzdr=lim > sin 


但 实际 上 不 是 ,其 不 同 之 处 就 在 乘积 因子 一 二 一 . 因此 ,我 们 


(rt ) 
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要 把 它 化 去 . 为 此 , 渗 用 放大 纺 的 方法 


le .kx x 
元 Sn 7“ er in 二. 


k=1 


注意 到 上 式 右 端 在 noo 时 有 极限 值 去 | sinzdz, 而 对 左 端 又 


，1 到 T , 1 2 ,kn 
Jim 元 > sin FT +1 lim 之 sin 
-ima Ti -加 sn 多 


= 二 | sinzxdzx. 
了 Jo 


3 上 
沙 消 (UUEW91Y) 针 协 叶 洲 


从 而 得 lm 一 于 | sinzdz 一 之 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 设 fER([0,1]), 且 有 

f(z)=z+ 委 | 7(z)dz， 

试 求 1(z). (提示 :在 等 式 两 端 作 [0,1] 上 的 定 积分 ,可 求 出 其 积 
分 值 

2. 求 定 积分 | = VTzTdz 之 值 . (提示 : 原 函数 为 1x1?) 

3, 设 /(z) 在 [0,1] 上 可 导 ,F(z)=| f(Ddr, 试 间 下 列 三 个 
图 形 各 表示 三 个 函数 :f(z), 了 (zx) ,F(z) 中 的 哪 一 个 ? 


了 了 


(第 3 题 ) 
设 f(z) 在 [a,6] 上 可 微 , 且 PER([fa,5]), 试 证 明 存 在 正 数 _27 


郊 漳 (gapwof3) 乔 ”出 中 和 洲 
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MM 以 及 a:0<<a<1, 使 得 
[f(zx)—f (EMIz—y|l’, x,y€E [ao 


[70-Ay= [7 (Vara<r,y<) 
4. 设 fE CW([0,1]), 试 证 明 
ln2 


lim? [7 (eta a) -76 ] -7 (70<r<) 


、 k 
ei 
n 
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1 f(x) +7 (ztastn) -7(z) | 


(tr)) 
4. 2 定 积分 的 基本 性 质 


大 家 知道 ,即使 一 个 函数 的 原 函数 存在 且 是 初等 函数 ,也 不 
是 都 能 简便 地 表达 出 来 .因此 ,为 了 探讨 函数 的 可 积 性 以 及 估算 
定 积分 的 值 ,还 应 充分 利用 定 积分 的 各 种 性 质 . 

定理 7. 6( 积 分 的 线性 性 质 ) 

(1) 设 fER([a,6]),g€ER([a,6]), f+g€ER([La,6]), 
且 有 


) 


[1+ 


一 一 
3 | 


站 rz)+eCzD]dz=| f(z)dzt| scz)dr 
(2) 设 fER([a,6]),c 是 常数 , 则 cfER([a,6]), 且 有 
| ercoldz=e| 卫 (z)dz. 


证 明 (1) 由 题 设 知 ,对 任 给 的 s>0 ,存在 >0, 使 得 对 满 
28 足 上 Al <<6 的 [a,6] 的 任 一 分 划 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) wn 


A:4=xo X=b, 
以 及 任意 的 插 点 组 :& E [zi ,Xi | (i=1,2,": ,1) ,有 


] > (6)An 一 | fr)dr 


E 
和 了 ， 


€ 
< 7 


| SD al)an | gC) 
从 而 可 得 
See) tece) er | 6drt] ecodz 
由 此 即 知 
[rea) tacz)ldr=| f(z)dr+| gz)dr 


(2) 由 题 设 知 ,对 任 给 的 se 之 0, 存 在 8S>0, 使 得 对 满足 
外 Al 过 5 的 [a,65] 的 任 一 分 划 
A:a 一 To<zi<<…< Tu 一 0， 
以 及 任意 的 插 点 组 :& E[xzi-i ,xi](i 二 1,2,… ,nn), 有 


3 /a rodz 
从 而 也 有 (不 妨 设 c0) 

| Dfle ne f(a 
这 说 明 存 在 着 极限 等 式 


n 


im > ef(é)Az=e| f(z)dr. 
由 此 即 得 所 证 . 
定理 7. 7 (积分 的 保 序 性 ) 车 /€R([a,6]),g€ 


R([a,6]), 且 有 f(z)<<g(z)，zE[a,6], 则 
站 rpars| glx)dz. 


<&, 


<<s. 


< |c|e， 


证 明 注意 到 /(z) 一 g(x) 之 0, 即 得 | [7(z) 一 sg(z)]dz> 2， 


这 六 (UUPW31Y) 同 志 嘻 洲 
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0. 由 积分 的 线性 性 质 即 得 所 证 . 


例 1 设 f(z) 在 [a,6] 上 可 微 , 且 有 
f(a)=0,f (zx)<M (ae 委 z 委 中 )， 


则 
| f(a)dr<¥ (6a) 


a 证 明 ”由 微分 中 值 公式 可 知 
计 fz)=f(7)—f(0) = (ra SM(z—a), 
和 其 中 ao<ecz,a<z<4 从 而 有 
| rapazsM| (za)dr=¥ 6a)’. 
积 例 2 
分 a 1 
| Dg (n=1,2,.…). 
证 明 引用 公式 
in(2n+l)z_,/1 
en 2( 吉 + 2 cos2hz ) 


(约定 x=0 时 , 左 端 =2n 十 1), 可 知 
译 sin(2z 十 1D)z， ,l/l1 ,~ 
| Se < zdz =2| (z+ Deos2hr )dz 
一 也 十 2 | cos2kzxdz. 
注意 到 cos2kz 的 原 函 数 是 23, 就 有 


[ocos2hzdz 一 站 sin (2 * 对 ) 一 六 sin(24 " 0)=0, 


2k 
从 而 得 到 

> 「 cos2kxdx=0. 
即 得 所 证 . 


30 例 3 设 f(z) 是 [a,5] 上 的 非 负 连 续 函 数 , 记 
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n= {a LT) , Mmaxlf(7)), 
则 I,>M(n->o0). 
证 明 不 芒 假 定 F(z)=M,zE(a,p), 则 对 任 给 的 s:0< 
se<AMM, 存 在 6>0, 使 得 
M 一 轨 F(z) 委 M，zE(ro 一 6,zo 十 8). 


根据 /(z) 的 非 负 性 和 保 序 性 可 知 
23M—e)"< | Tf) dr tf) dr M6-a), 
这 就 导出 不 等 式 


(GE) Md<L<M. 


注意 到 [二 ] 一 1(m*>oo) ,我 人 有 Me<liml, < <M, 
从 而 由 e 的 任意 性 ,可知 
M<liml,<liml,=M. 

即 得 所 证 . 

定理 7. 8 (积分 区 间 的 可 加 性 ) 设 a<c<b, 则 f Ee 
R([a,5]) 的 充分 必要 条 件 是 :fER([a,c]) 以 及 fER([c,6]). 
此 时 有 

reopaz= f(z)dztf f(z)dz. q 


证 了 明 必要 性 . (1) 按 题 设 Y” 
知 , 对 任 给 的 s 盖 0 ,存在 [a,b 的 
分 划 A, 使 得 
5S,.(f)—S,(f)<e. © 
这 里 不 炉 假 定 x=c 是 A 的 分 点 
(否则 考虑 分 划 A’=AU 1ci, 且 
式 @ 仍 成 立 ). ? 
记 Ai,Az 为 A 的 分 点 落 在 7-4 31 


闻 阔 (UU8W384) 本 出 叶 溃 
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冯 强 (QUuemarda) 半 好 叶 种 


[a,c] ,[c, 妇 中 所 形成 的 分 划 ,显然 有 
SA(f)=5s, (HS (f),5.(f)=S, (f)+S, (f). 
从 而 由 式 加 可 知 
Sa (站 一 Su ( 门 <e，S。 (月 一 Su ( 门 <e， 


这 说 明 f€ R([a,c]),f€ER([c,bj). 
(2) 对 于 [a,6] 的 任 一 以 点 ra =c 为 分 点 的 分 划 
A:d=7X0<T Ti T= bb. 
以 及 任意 的 § ELzi! ,Ti] (i=1,2,." ,1) , 均 有 


Dar BEAT DA 0 


而 由 (1) 知 , FE R([a,cj),fER([c,5]),- 故 在 式 @ 中 令 上 A 
一 0, 即 得 式 @. 

充分 性 .由 (1) 可 知 , 只 需 指 出 f/f€ER([a,5]) 即 可 , 按 题 设 ， 
对 任 给 es>0, 存 在 [ac,cj 的 分 划 Al ,fc, 妇 的 分 划 Az ,使 得 

有 ( 门 一 Su (f)<F, Ss(f) Sa, (f)<5. 
从 而 存在 [a,b] 的 分 划 A=Ali UA: ,使 得 
Sa.(f)—S5,(f) =S, (f)+S, (f) 一 Su， (f) 一 Su (<e. 

即 得 所 证 . 

注 实际 上 ,只 要 式 @ 中 的 三 个 积分 都 存在 ,那么 不 论 a,。 
与 < 的 大 小 次 序 如 何 , 式 总 成 立 . 例如 对 c<2<a 的 情形 , 因 
为 我 们 有 : 

| fiz)dzt| f(z)ar=| 7(z)dz= 一 | 7(z)dr， 
所 以 由 移 项 可 知 

| reyaz+| f(z)dz=—| f(z)dr=| fx)dz. 


例 4 设 /f(z) 是 [a,5] 上 的 非 负 连 续 函数 , 若 有 | f(z)dz 
二 0, 则 f(x) 三 0,x€[a,0b]. 
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证 明 反 证 法 . 假定 存在 cE (a,6), 使 得 /(c) 之 0( 对 于 
f(a)>0 或 1(8)>0, 可 类 似 证 明 ), 则 到 。 二 愉 人 2>0, 由 f(z) 的 
连续 性 可 知 ,存在 5>0, 使 得 
f(z)>L2, rel(c-d eth Ca,b). 
从 而 可 得 
[rwar=| fn)dzt | fz)drt| f(x)dr 


>| f(z)az>| Har= “O20, 


导致 对 盾 , 即 得 所 证 . 
定理 7.9( 络 对 值 的 可 积 性 ) 车 ER(Ta,6]), 则 | f(z)| 
在 [a,5] 上 可 积 , 且 有 
fore)arl<f tener 


证 明 ”首先 ,由 题 设 知 ,对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 [a,5] 的 分 划 
A:a 一 m<z < …<z 一 5 使 得 


> wi(f)Axi<e. 


i=] 


注意 到 不 等 式 |1 f(z) | 一 1 f(y)1| 志 1f(z) 一 f(y) |, 可知 在 同 
一 区 间 上 , |f(z) | 的 振幅 不 超过 /(z) 的 振幅 . 从 而 得 知 


Dj wl fF)ArE 2D) wf)Ar<e. 
i=!1 


is=1 


这 说 明 |/(z) | 在 [a,5] 上 可 积 . 
其 次 ,由 不 等 式 一 | f(z) f(x)<|f(z)|, zE [a,6] 可 
知 
-| aldzs| rz)dzs| f(r) dx. 


即 得 所 证 . 
定理 7.10( 乘 积 可 积 性 ) 设 fE€R([a,b]),g€R(la,6b])， 


贱民 CUU8UIST ) 息 二 起 避 
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则 .gE€ER([a,6]). | 
证 明 不 妨 假定 |Fz)| 委 M,1g(z)| 委 M,zE[a,bO ,从 而 
对 任意 的 z,yE [a,6b], 有 不 等 式 
[f(zr)g(zr)— f(y)g(y)) 
If(z)— fy)||g(z)|+|f(y) |e(y)— g(r)| 
委 MIAz) 一 乒 ?)1 十 Msg(z) 一 g(y) |. 


第 
喜 由 此 可 知 ,在 [a,5j 的 任 一 子 区 间 上 的 振幅 有 下 述 关系 : 
定 wi (fg)<Mo(f)+Moi(g). 
负 现在 ,根据 f(x) ,sg(z) 的 可 积 性 知道 ,对 任 给 的 s>0, 存 在 
分 划 A:ae=zi <z 过 … 过 zx, 二 6b, 使 得 
如 > wi(f) Ax:< A wi(g) A <An 
从 而 我 们 有 
E € 


2 wi(fg)Azr<M. 2+tM* Fhe 


即 得 可 证 . 
例 S 设 ER([a,6b]),g €R([a,6b1), 则 有 (Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 ) 


六 re)g(z)dz|<| HGz)g(z)ldz 


< 人 (| redzj (fanar). © 
证 明 首先 ,由 定理 7. 10 可 知 , 式 @@ 左 、 右 端 积分 均 存在 ， 
其 次 , 记 
A=| f°Cz)ax, B=-| ICz)gG)ldz， C=| g*(x)dz, 
并 考察 积分 
| ECDI-Ie(zD dz=A2 一 2Be+C 


34 ”因为 上 式 对 一 切 t€E (一 ,ce) 皆 非 负 ,所 以 必 有 


4B:<44C 或 F<AC. 
由 此 即 知 式 名 成立. 


注 若 f,g€Cl[a,65]), 则 式 四 中 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 f(x) 


三 cg(X). (c 是 常数 ,rE[a,b]) 
例 6(Riemann-Lebesgue 引 理 ) 设 f€ER([a,b]), 则 


lim | J(z)sinAzdz 一 0， 


MA- 十 co 


证 明 因为 /ER([a,5]), 所 以 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 [a,6] 


的 分 划 

A:a=Zxo TT = 
使 得 
Daf Ar<E. 


i=1 


不 妨 假定 | f(z)1<M,zE [a, 匀 , 则 当 )>> 包 《时 ,我 们 有 


1 7(z)sinhzdz 
= | > f(a) + (2s)— ft) JsinAzda| 
< smadz 

+ 0A lainel dr 
<MD et > afd 


M ~ 2 2nM < 
么 元 之 2 十 之 wi( 站 Ar< + se 


即 得 所 证 . 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命 题 : 


1, 设 fER([a,6b])) 且 f(z) 之 0(a 志 X65). 车 zoE[a,6b] 是 
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站 红 (008W91Y) 有 内” 击 中洲 


数学 分 析 ( 第 一 山 ) 


F(z) 的 连续 点 且 F(zo)>0, 则 [ f(z)dr>0. 
2. 设 有 定义 在 [a,6] 上 的 函数 fx), 则 在 [a,56] 上 | f(x)| 


与 广 (z) 的 可 积 性 等 价 . 
3, 设 AER(E0,1]), 则 


| Htz)costzdz] + 人 Hz)sinkzdz] <| fr(x)dz. 


4. 设 F(z) 在 [0,2] 上 二 次 可 导 , 且 有 f(1)=0,|f 了 (xz)| 声 
AT(0 委 z 委 2) , 则 


[ fir)dz|<Y 


淮 冰 (U9EW97H) 用 塘 叶 小 


(提示 :将 /(z) 在 z 一 1 处 展 成 Taylor 公式 ) 
5. 设 Ae RCI0,1]), 则 Im| x" f(z)dr=0. 
6. 设 f€C([0,1]), 则 limn| > f(z)dz=f(1). 
(提示 :n| zf(1D)dr>f(1)(n>oo)) 
7. 设 /EC([0,"]), 且 有 
| flz)sinzdz=|- f(x)cosrdr=0, 


则 f(z) 在 (0,7) 内 至 少 有 两 个 零点 (考察 f(x)sin(x 一 zz,)). 
8. 设 F(z),g(z) 均 是 [a,2] 上 的 递增 ( 减 ) 函 数 , 则 有 


六 reozaaz> fd ecodr 


(提示 :利用 [f(xz) 一 f(y)j[g(zx) 一 g(y)] 宇 0, 再 依次 对 工 
积分 ,对 y 积分 即 可 得 证 ) 


ss 变 限 积分 , 原 晒 数 存 在 的 充分 条 件 


四 设 FER([a,o), 则 对 于 任意 取 定 的 rz:a 委 z 委 六 有 AGE 
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R([a,z]). 因此 ,积分 

Wok zr€E[a,b]. 
的 值 随 上限 x 的 值 而 唯一 确定 , 它 是 xz 的 函数 ,我 们 称 它 为 
f(x) 在 [a,5] 上 的 变 上 限 积分 , 这 是 一 个 以 新 的 面 狐 出 现 的 函 


数 ， 
当然 ,在 许多 情形 下 , 它 也 只 是 已 知 函 数 的 不 同 表示 而 已 ， 


如 根据 导数 关系 9 一 荆 ，zE (0,co). 可 知 


[ Flnr—Inl Inz (zx>0),， 


即 自然 对 数 函数 是 如 上 函数 二 的 变 上 限 积分 , (顺便 指出 ,以 这 种 方式 作 
为 对 数 函数 的 定义 ,也 有 许多 方便 之 处 ) 
若 F(z) 是 [a,6] 上 可 积 函数 7(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 根据 N- 
L 公式 可 得 
| f(Dd=F(z)—F(a), ze 0 
由 此 知 
df / 
二 | fd=F(z)= f(z), ze [ea 


因此 在 这 种 情形 下 , f(z) 的 变 上 限 积分 是 f(x) 在 [a,5] 上 的 一 
个 原 函 数 , 且 按 第 六 章 的 记 法 ,可 以 写成 


[raaz=| F(DdHC，ze[a 


注意 ,这 一 公式 只 是 在 了 具有 原 函 数 的 前 提 下 才 成 立 ,而 我 们 
已 熟知 一 个 事实 :可 积 函 数 不 一 定 具 有 原 函 数 . 此 外 , 企图 在 式 
@ 中 中 以 不 同 的 “ 值 来 获得 所 有 的 原 函 数 也 是 不 行 的 . 

那么 ,究竟 在 什么 条 件 下 ,一 个 函数 必 有 原 函 数 存 在 呢 ? 下 
面 给 出 一 个 充分 条 件 . 

定理 7.11 设 fER([a,6]), 且 在 点 xoE[a,6b] 处 连续 , 则 
其 变 上 限 积分 


姓 虑 小 


池 尖 (UUBW3NY ) 装 
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| f(D dt (ezsb 
在 点 xz 二 xo。 处 可 微 , 且 其 导 
数 等 于 f(zxo). ( 当 To 是 端 
点 a 或 5 时 是 指 右 、 左 导数 ) 

证 明 记 F(x) = 
矿 fODdr,zE[a,6], 上 且 不 妨 
讨论 它 在 xo € (a ,5) 处 的 右 图 7-5 
导数 . 

首先 取 有 :0 过 A 过 6 一 xo ,因为 有 

F(z+h)=| fa=[ fdat|® fa 


姜 漠 (CUmeuar ) 寺 如 中 小 


=F(zm) 十 | fa, 


所 以 其 差 商 人 一 侣 十 如 一 满足 


je res 


a AG a NAC 


F073 GO 一 mldr 


其 次 ,根据 f(x) 在 点 zx。 处 的 连续 性 ,可知 对 任 给 es 之 0, 存 


在 6>0, 使 得 
|f(2)— f(zxo) |<e, tE [a,b]H xoit<ro to. 


现在 取 d=min{b— zo ,| ,就 有 . 
| (GO 一 Fazo)1dt<| edi—eh, 0<h<o. 


从 而 又 可 得 差 商 的 估 讨 式 : 


, [Et 一 Fe fr) [<e,0<h<8. 
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这 说 明 


下 上 (Za OE) fo,). 


Fi (xo = lim 
同 理 可 证 得 F(z)==f(zo). 
推论 7.7 车 /EC([a,6]), 则 其 变 上 限 积分 | (2)dz 是 
(在 [a,5] 上 的 一 个 原 函数 . 即 
二 | f=f(z), z€ Las], 
注 1 连续 函数 /(z) 的 变 上 限 不 定 积分 的 微分 公式 也 可 
写 为 
加 二 | “AGOd=Aa)， 
2?.[a, 妇 上 可 积 但 不 连续 的 函数 /(z) 也 可 能 有 原 函数 : 
| paz. 见 本 章 注 记 ， 
推论 7.8 设 fEC([a,6]), 且 有 定义 在 [c,d] 上 的 可 微 卫 
数 p(z) ,g(x) ,满足 
a<p(z)<b, eHz)<b, xz€[c,d], 
则 函数 


PCzr) 
F(z)=| ”7CDd，ze [cd] 
Hr) 
在 [c,d] 上 可 微 , 且 有 (看 成 复合 函数 ) 
EF(z)= [Uz) YY (z)— flp(z) 9 (z). 
( 试 间 当 fE R([a,6]) 且 有 原 函 数 时 ,上 述 公式 还 成 立 吗 ?) 
一 个 函数 只 满足 可 积 条 件 ,其 变 上 限 积分 不 一 定 可 微 . 虽然 
如 此 ,下 一 结论 指出 , 变 限 积分 总 是 连续 函数 . 
定理 7. 12 车 /ER([a,6b]), 则 其 变 上 限 积分 | 了 (1) 
(zE[a,6]) 在 [a,6] 上 一 至 连续 . (实际 上 ,有 FeE Lipl) 
证 明 ”由 题 设 知 ,存在 正 数 M, 使 得 | f(z) | <M,zE€ 


冰 浊 (Unemuari) 关 ”山中 各 


冰 台 (Bemsrd) 关 项 引 第 
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[a,6]. 现在 令 


F(z)=| fd, z€E[a,b], 
因为 对 X1 ,Ti EE [a,6] , 且 ZI1< Ze ,有 


IF(z)—F(z)|=|| ft)d 


< 站 IFC) I dM| zs 一 


所 以 对 任 给 se 之 0, 只 需 取 ?一休 , 而 有 
|F(zs) 一 F(z) 和 MIlz 一 zi <e， |z:—zi|<¢. 


即 得 所 证 
推论 7.9 若 /ER(La,8]), 则 
推论 7.10 设 fER([a,6]), 且 在 开 区 间 (a,6) 上 f(z) 有 
原 函 数 下 (z). 
-(1) 著 F(z) 在 [a,6] 上 连续 , 则 | f(z)dz=F(b) 一 F(a); 


(2) 者 在 点 ,6 上 有 lim F(z) 一 A，lim F(x) 一 B, 则 


| rdz=B-A=[FC )—F(a+)]. 


证 明 (1) 只 需 注意 ,此 时 式 @ 仍 成 立 . 
(2) 作 函 数 
A T=a; 
ee a<<z< Di 
B, T=b. 
则 F(x) 在 [a,5] 上 连续 . 从 而 由 (1) 知 
| f(z)dz=B—A=F(6—) -F(at). 


例 1 计算 定 积分 I 一 | 扩 到 dz 


40 解 在 zx 天 0 时 , 易 知 
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1 
[a dz =| da) = arctan lrc 
工 十 并 


2+ (zl1) ¥ V27 


这 说 明 在 [一 1,0),(0,2] 上 , 革 支 的 原 函 数 之 一 
Ti—1 
P(r) = erctan = 万 
但 因 我 们 有 


RF(O+F)- im F(7) = F(0— )= lim F(x)=— 也 


所 以 根据 推论 7.10 可 知 
1=[ 1 十 z rdz+ | lt 


-il+zx 1l+z iFzd 
=F(0—)—F(—1)+F(2)—F(0+) 
一 地 (areaan 3 4). 


” cost? di 
例 2 求 极限 i . 


解 ” 也 可 应 用 1L'H6pital 法 则 ,得 


E d 工 2 
| costi dt 到 | cost dt 
lim 一 一 一 一 lim 一 一 一 一 limcosz2 一]. 
rr-0 了 -个 1 x0 


例 3 设 fEC([a,6b]). 若 存在 6>0, 对 区 间 [a,6] 中 任 一 
区 间 [a,B], 均 有 


ff)asl<Mip-el', 


则 f(x)=0 (ao 委 z 委 中 . 


志 | 一 f(t)dt 


re <MIAx|’. 


水 消 ( Quemasri) 关 ”二 叶 游 


二 台 (gDemard ) 沁 十 中 避 
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根据 f(z) 的 连续 性 ,可 得 ( 令 Ax->0) 
|f(z)|=0 (ae 委 z 之 站， 
例 4 设 f(z) 在 [9,11 上 可 微 ,0 所 六 (x) 二 1 (0 迄 z 委 1) 且 
(0) 一 0, 则 


(| Hadz >| Ptz)dr 
证 明 运用 从 变动 中 考察 常量 的 思想 , 作 F(x) 一 
(fe sc00r) ~ff sd, reLo,1] 


w(x)=7(a)|2| fde— f(z) | 
因为 (x) 递增 ,所 以 
(和 Toureo] =27 70]>0, 


所 以 F(x) 之 0, 这 说 明 F(z) 之 0,zE [0,11, 也 有 下 (1) 之 0. 
例 5 设 f€EC(( 一 co,o0)). 若 对 任意 的 a(a 考 0),6, 积 分 


| f(z)dz 只 与 和 有 关 , 且 有 f(1)=2, 则 f(z)=22. 

证 明 不 妨 设 | f(z)dz=F (各), 则 在 两 端 对 5 求 导 ,对 
求 导 , 可知 

ri- 但 二 -AGO=P(( 私 
由 此 易 得 81(6) 一 af(a). 令 6 一 za 一 1, 我 们 有 
zf(z)=/(1),/(z)=L N=2. 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 
1. 设 /(z) 是 [一 a,4] 上 的 连续 函数 ,车 f(z) 是 偶 ( 奇 ) 孙 


数 , 则 它 必 有 一 个 原 函 数 是 奇 ( 偶 ) 函 数 ， 
42 2. 设 F(z) 是 [ea, 约 上 的 正 值 可 积 函 数 , 则 存在 &€ (a,b)， 
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使 得 
| roDaz=-| rz)az= 了 rz)dz 
3. 设 fEC([a,b]),gEC([a,b]), 且 有 
| fC)dz=[ g(x)dz, 


则 存在 &E (a,6), 使 得 f( 外 =g(8). 
4, 设 f(T) 在 任意 的 [a,6] 上 可 积 ,g(z),h(z) 在 (一 0,co) 
上 可 微 , 若 已 {z) 一 A(z)(zE( 一 ccco), 则 


(fd) /th Cs) flels) la’(z) 
5. 设 AER([a,6]), 且 zoE (c, 人 是 F(z) 的 第 一 关 间 断 
点 ,车 记 F(z) 一 | 7(5d4t，zE La], 则 


limT Tt) F(zo—h)_ f(t)— f(ro—) 
he-0 2h 2 。 


SS6 定 积分 的 间接 计算 法 


N-L 公式 是 用 原 函 数 直接 计算 定 积分 的 值 的 ,但 我 们 在 第 一 
册 的 不 定 积分 的 学 习 中 知道 , 当 被 积 函 数 的 结构 比较 复杂 或 是 两 
种 不 同类 型 函数 的 乘积 时 ,其 原 函 数 很 难 直 接 求 得 . 因此 ,在 那 
里 ,我 们 用 函数 复合 的 观点 ,以 及 分 部 求 原 函 数 的 观点 导出 了 换 
元 积分 法 ,以 及 分 部 积分 法 等 间接 寻求 原 函 数 的 方法 . 从 而 在 定 
积分 的 计算 中 ,也 就 相应 地 有 了 同名 的 计算 法 . 

必须 指出 的 是 , 定 积分 与 原 函 数 概念 的 本 意 是 完全 不 同 的 ， 
因此 ,从 定 积分 自身 出 发 所 建立 起 来 的 换 元 以 及 分 部 积分 法 ,其 
适应 性 更 广 . 这 是 数学 专业 的 学 生 必 须 注意 的 ， 


6. 1 换 元 积分 法 
定理 7, 13( 换 元 积分 法 公式 之 一 ) 设 /(z+) 是 [a,5] 上 的 连 
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续 函 数 ,g(t) 在 [a,B] 上 可 微 , 且 有 
Pp(a)=a< (EB)=b ,atEp 
又 gER([a,6]), 则 
| f(z)dz=| fID) ly (dr. :OD 

证 明 ” 依 题 设 , 不 妨 记 F(x) 为 f(x) 在 [a,6] 上 的 一 个 原 函 
数 , 则 F[g(1)] 就 是 [g(t)]9 (1) 在 [a,8] 上 的 原 函 数 . 注意 到 
f[q(t)]g(z) 在 [a,86] 上 的 可 积 性 ,根据 N-L 公式 立即 可 得 

| f(z)dr =F(b)—F(a)=F[9(B)]— FLo(e)] 


=| fIg() y(t)d, 

即 式 成 立 . 

从 二 述 证 明 中 可 以 看 出 ,运用 原 函 数 只 是 获得 式 四 两 端 数 
值 相等 的 过 程 中 的 一 个 手段 . 考虑 到 一 个 函数 的 定 积分 定义 本 
身 与 其 原 函数 的 存在 没有 关系 ,因此 还 有 另 一 换 元 积分 法 , 它 对 
式 @ 中 /(z) 的 要 求 还 可 降低 . 

定理 7.14( 换 元 积分 公式 之 二 ) 设 /ER([a,6]), g(t) 在 
[a,8] 上 可 微 上 严格 单调 ,g(a)=a,9( 膨 =b. 且 WER([a, 有 ), 则 

[fz)dz= | flo dr © 

证 明 首先 , 式 @ 中 右 端的 定 积分 是 否 存在 还 不 清楚 ,因此 
我 们 的 任务 是 要 阐明 它 存在 而 且 等 于 左 端 , 为 此 ， 

(1) 不 妨 假 定 (7) 是 严格 递增 的 ,并 对 [a,8] 的 任 一 分 划 A; 
a 二 过 之 …< 之 4 二 B, 以 及 任意 的 Eltii ,ti](i=1,2,…,n)， 
作 积分 和 


os 一 2 Fo) (8)Ar. 


(2) 为 了 使 6 与 式 避 的 左 端 联 系 起 来 ,也 来 作 f(z) 在 
[a,b] 上 的 积分 和 : 记 
Xxi= Y(t;) (i=—0,1,2, ;71)， 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) | 


则 由 8 的 严格 递增 性 可 得 [a,] 的 分 划 A’;4 一 zo 过 zi 二 … 之 zx, 二 
5, 而 取 择 点 4% 一 p(&)E[zi 1 ,zj(i 二 1,2,…,n) ,其 积分 和 为 


Sy = 2 f(n)Az; = 2 f[g(E&)]Az,. 


为 了 与 mm 作 比 较 ,利用 微分 中 值 公式 
Arx; Ti X=p(t)— pt)=9 (tA, 
CEL ,L(t=1,2,..,n), 
再 将 Sw 写成 
Sa = 2 flo(§)]y (CAa. 
现在 ,我 们 可 以 来 估计 差 Sw 一 o,: 
[Ss —ol=| 之 flo(&)][y (6) — p(s) 
在 这 里 ,不 妨 假定 | f(z)| <M,z€ [a,b], 且 记 M,(y)= 
sp, {9 (DF,m(g) = inf 19 (0) 1 (i=1,2,..,n), 易 知 
fy (6)—9(€) SM )—m(y) (i=1,2,.…,n). 
由 此 可 得 
[Sy -ol D2) [fp ) gE) oy (E) A 
一 二 


MD IM (¥) m9) ar. 
由 gE R([a,6]) ,我 们 有 


lim 1Sv —o, |=0. 
Hal 一 0 


此 外 ,注意 到 p(t) 在 [a,B] 上 的 一 致 连续 性 ,可 知 当 A 一 0 
时 , 必 有 上 A' 上 一 0, 因 此 又 有 


b 
lim Si = lim Sw, -| flr)dz. 
上 Ai 一 0 ta 0 a 


从 而 立即 得 到 
lim “=| fz)dz. ,s 


fal—=0 
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即 式 @@ 成 立 . 

注 ”与 不 定 积分 类 似 ,在 公式 回 的 右 端 , 视 9 (1) dt = 
dyp(z) ,被 积 表 达 式 视 为 f(9(1))dp(z). 那么 就 相当 于 在 公式 @) 
的 左 端 表达 式 f(x)dz 中 用 z 一 Po( 妇 替换 变量 而 已 . 这 一 设想 给 
实际 上 的 形式 运算 带 来 了 方便 . 与 不 定 积分 变量 替换 公式 不 同 ， 
在 这 里 ,公式 @ 只 表示 两 端 数值 相 等 ,没有 再 把 新 变量 换 回 原 变 
量 的 手续 ,而 只 要 更 换 上 、 下 限 .因此 ,这 在 原 函 数 不 易 表 出 时 就 
显 出 它 的 优越 性 了 . 

推论 7.11 设 fER([a,6]),pECW([a,B]), 且 有 

Pla)=a, g(P)=6; (1)>0, 1€[a,B], 
则 f[g(z)] 在 [a,B] 上 可 积 . 
例 1 设 F(z) 是 [一 aa] 上 的 可 积 函数 . 


(1) 若 f(z) 是 偶 函 数 , 则 | f(z)dz=2| f(z)dz. 


(2) 若 F(z) 是 奇 函 数 , 则 | ”7(z)dz=0. 
证 明 作 变 量 蔡 换 x 一 一 +, 则 | f(z)dz= 一 (一 )dt 


=| f(a 
(1) 当 f(z) 是 偶 函 数 时 ,有 /( 一 zx) 二 f(z). 故 
| f(z)az =| rzdz+| fz)dz 


= Flz)dz+[ f(z)dz=2| f(x)dz. 
(2) 当 f(z) 是 奇 函 数 时 ,有 f( 一 +)== 一 f(z), 故 
[f(a)az =[ f(z)dz+| f(x)dr 


=—| f(z)dzt| f(z)dz=0. 


例 2 设 fEC([0,a]) 且 在 [0,a] 上 f(x) 十 f(a 一 x) 取 0, 则 
f(z) a 


dz 一 去 . 


46 J ad FHF 2 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


证 明 作 变 量 蔡 换 x=a 一 z, 可 得 
f(a—it) 


/ -=| Fa tf 
由 此 易 知 


下 _fx) | f(a) jy 
21 -| sR + FT Fa 


EC 
f(z)+ f(a—z) ”2 


特别 有 |”- 人 dz 一 下 . 


o SinZ 十 cosZ 
例 3 设 Ae C([0,1]) 非 负 , 挛 (z)S1 十 2 7090d, 则 
F(z) 和 1 二 zzE[0,1]， 
证 明 令 F(z)=1+2| f(s)di, 则 F(z)=2f(z)< 
2VF(z). 从 而 有 
F(zx)—1= 


污 消 (0UeW314) 辣 协 叶 洲 


= F(t)d 
o S| 工 。 


例 4 设 F(z) 定 义 在 (一 co,co) 上 , 且 对 任意 的 a,2 
E( 一 00,00),fER([a,6]). 若 有 

frit+y)= f(r)+ f(try(rty), rz,yE(—% ,0) 
求 f(z). 

解 首先 , 取 定 xz 不 变 , 视 f(z 十 y) 为 y 的 函数 ,并 记 


| f(t)dz==A. 则 在 上 式 两 端 作对 y 在 [0,1] 上 的 定 积分 ,可 得 
[Czty)dy =| fz)dy+| fy)dy 
+| zy (z+y)dy 
= F(z) 十 4 十 王 十 至. 
再 对 左 端 积分 作 变 量 替 换 ;y 一 :一 z, 又 知 47 
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1+zx rr’ Tr 
| /(Dd 一 7z) 十 于 十 村 十 A. 


其 次 ,因为 Az) 是 可 积 函数 ,所 以 上 式 左 端的 变 限 积分 是 
的 连续 函数 . 从 而 上 式 右 端 是 x 的 连续 晃 数 , 随 之 可 知 /(z) 实 
际 上 是 连续 沙 数 . 再 返回 去 看 左 端 ,就 知道 左 端 是 关于 z 的 可 
微 函 数 . 于 是 又 知 JF(z) 是 可 微 函 数 . 这 样 ,为 了 解 出 /z) ,就 可 
用 微分 法 剥离 积分 符号 , 即 在 左 , 右 端 对 工 求 导 ,我 们 有 


7(I+z) 一 几 z) 一 广 (z) 十 z 十 于 
由 题 设 知 ff(1 十 z) 一 f(x) 二 了 (1) 十 x(z 十 1), 代 入 上 式 
可 得 
f(D+r=f(z)+ 访 . 
由 此 立即 推 知 
f(z)=|[ 计 +701) ]z+ 扫 +C. 
最 后 ,由 题 设 易 知 /(0) 二 0, 政 得 C=0, 从 而 求 出 
f(z)=[ 寺 +7(1)]z+ 生 . 


例 5 po pe » ("ap 


k=0 


证 明 因为 上 -一 | "所 以 
> 1 ( ) 志 ri | > 人 ja 


=| (—1) (ja=| 0a 
对 上 式 右 端 积分 作 变 量 蔡 换 z==1 一 t, 可 得 
[rg=| 0-z)"dr 


-| > C1 r=|, > C1 ede 
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= > (fs 各 "dr > (~ 1 人 (，) 于 5 


即 得 所 证 . 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 试 证 明 下 列 公式 : 


(1) [zz)"dzr= 


1 
7 十 372 十 2 
G) cos"r ，Sin*zdZz 一 2- 下 cos"rdz.( 用 sin2z) 


(3) zfsinz)dz 一 至 f(sinz)dz, (其 中 7EC([0,1])， 


arctanz Tt 一 A 1-—t 
| 2 r=&In2. (提示 : 令 z 1 


2. Recd 1 1]) , 试 证 明 


吉 ] ,和 宇和 =f0) 


3. 求 满足 不 等 式 | F(z)dz= 寺 十 | (zx?)dz 的 连续 函数 
0 3 0 


flz). (=|'22/( Yd) 

4. 设 fECC[ 一 1,1]). 车 对 [一 1,1] 上 的 任 一 连续 偶 函 数 
g(x) ,都 有 

| Fae(z)dz=o， 

试 证 明 f/(z) 是 奇 函 数 . (考察 [一 1,0] 与 [0,1] 上 的 积分 ) 

5. 设 /EC(( 一 oo,co)), 试 证 明 f(zx) 是 奇 函数 的 充分 必要 
条 件 是 :存在 常数 C, 使 得 

| ru=c, rE(—%,00). 

6. 设 ecl(fa,o),ae<c<c< 4. 试 证 明 

im| LY -A fd) -fe). 


lim 


沪 消 (UU8W91[) 千 击 嘻 游 
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7. 设 feC(( 一 co,co)), 且 有 
| aa=af(z)，ze (一 ,co),0<a<l， 


求 jz)， 
8. 设 fEC([0,1]), 试 证 明 


『(『 roomay)az= 卫 (rear 


9. 设 /ER([0,1]), 试 证 明 F(z)= A(z2) 在 [0,1] 上 可 积 . 
10. 设 定义 在 (一 ,co) 上 的 f(x) 满足 
(1) f(r)= f(r—r) tsinr (一 co<z<co)， 


(2) f(z)=z(0<z<"), 试 证 明 | A(z)dz= 到 一 2 


6.2 分 部 积分 法 


首先 ,类似 于 换 元 积分 法 之 一 ,直接 通过 原 函 数 的 方法 ,可 
将 不 定 积分 中 的 分 部 积分 法 移植 于 定 积分 计算 中 . 

定理 7. 16( 分 部 积分 公式 之 一 ) 设 xzx(z),z(z) 都 是 [a,b] 
上 的 可 微 函 数 ,而 且 w ER([a,5]),v €R([a,6]), 则 


| evaoar-v(asta 一 | wz)v(z)dz 人 
证 明 依 题 设 易 知 
后 [za(z)o(z)]=w(z)w(z) 十 wz)w(z)， rE[a,b]. 


这 说 明 上 式 右 端的 一 个 原 闲 数 就 是 (zx)v(z) ,再 注意 到 它 的 可 
积 性 ,可 得 


a(z)olz)| -| 各 [zx(z)s(z)]dz 


= …(z)v(z)dz+| u(r) (xz)dz. 


移 项 后 就 是 式 中 . 
注 “与 不 定 积分 中 所 述 一 样 , 式 中 也 可 写成 便于 记忆 的 公 


[uz)dv(z)=u(z)v(z) uc)gutz). 
从 而 使 积分 中 的 形式 符号 dz 可 当 作 微 分 运算 了 

例 1 计算 定 积分 = 上 simzdz,(z>>2)， 

解 根据 分 部 积分 法 ,我们 有 


时 车 
王 。 。 2 

了 =| Sin” :zsinzdz 一 一 | sin”™™!zxdcoszx 
0 0 


一 一 Sin* lzxcoszr 


各 三 
十 (n 一 1 )|， sin” :zcos’ xdx 
0 


0 


一 (7 一 jo sin" ‘zx(1—sim x)dz. 
即 1,=(n—1)hs—(n—1)l, ,从 而 得 到 


7 一 1 
也 一 网 了 2。 
由 此 公式 进行 递 推 ,可知 
一 2 一 12m 一 3..3 .1. 。 
Imom 2 二 2 SN ， 
mm .2m 一 2...4 .2. 。 
Tanfl 一 52 直 T 3 一 3 h, mEN'. 
因为 我 们 有 
n= sin zxdx== 廊 ， I =[ sinzdr=1, 
所 以 分 别 n 是 偶数 或 奇数 的 情形 ,可 得 
[isin” 2m—l2m—3..3 .1 .x (2m—l)!lx 
1 =—| sin "Zrdz 一 一 27 m2 4 52™ (Cm) 


2m 2m—2 4 2 (2m)11 


Tom+i -| Sin2m+1 交 dz 王 一 一 -一 二 一 -一 和 一， 一 一 
0 


2m 十 l2m 一 ] 5 3 (2m++1)1!. 
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例 2 (Wallis@ 公式 ) 


QM 1 x 
Ke vl 2z 十 1 2 (n=1,2,.°). 


证 明 由 积分 不 等 式 
sin2n+ 1 zdz< | sin*”x dx | 


到 _ 
sin2 1zdzr， 
0 


第 以 及 上 例 的 计算 可 知 
Qn)!! 2n—DIlr (2n 一 2)11 
定 (za 二 TS Gn 2 (2a—i)!! 
从 而 有 
2m)1! 于 20D)!1! Fl 
[cr | 2 ?< eis | A 
分 估计 上 式 左 \ 右 端的 差 , 即 得 
(2n)1! 1 1 (2n)1! 712/1 
3- [nr | 2 1< coer | ( 云 - 
(2n)1] 2 1 1 A 1 
={[ 志 2 7 | wT1| 训 < 六 "31 (no). 
即 得 所 证 . 


2n 十 1 


分 部 积分 法 之 一 是 直接 通过 被 积 函数 的 原 函 数 获得 的 ,从 
而 要 求 的 条 件 就 高 了 . 大 家 知道 ,即使 每 个 函数 都 有 原 函 数 ,其 
函数 的 乘积 也 不 一 定 有 原 函 数 ( 见 本 章 注 记 ). 因此 ,从 定 积分 自 
身 出 发 ,还 可 建立 如 下 的 条 件 要 求 较 弱 的 分 部 积分 公式 , 为 证 明 


简 尘 起见 , 先 介绍 一 个 引 理 . 


引 理 7.3 若 f€R([a,61),g€R([a,6j), 则 对 [a,6] 的 分 
划 A:ae= 王 mm 去 Di 所 << 人 一 以 及 和 E[fzr noz]( 一 1 2 …， 


z) ,有 
lim 网 glz)dr=| f(x) g(r)dz. 


lal 


证 明 (1) 不 妨 假定 | f(z)| 夺 M,zE[La,b1. 对 任 给 的 s> 


52 Q@ 沃 利 斯 (1616~1703) ,英国 数学 家 ， 
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0, 由 &ER([a,b) 可 知 ,存在 2 >0, 当 [ab 的 分 划 A 满足 
A <2 时 ,有 


< E 
了 wg)IAT < INT 


又 由 fgE€R([a,6]) 可 知 ,存在 各 之 0, 当 [a,6bj] 的 分 划 A 满足 
A <6 时 ,有 


BD eda)ar fala) 


(2) 现在 , 取 5= min| 奇 ,61, 则 当 [a,6b] 的 分 划 A 满足 
上 A 过 8 时 ,有 


Daf evaeP reoscod 


€ 
~: 


闻 江 (UUBU0914) 孔 击 中 渡 


<D ef le(z)~alé) ldr 


+| Deda)an—) fg)ar 


€ 


EM >) w(g)Az 十 二 < 
i=1 


即 得 所 证 . 
定理 7. 17 (分 部 积分 公式 之 二 )】 设 f€ER([a,b]),gE€ 
R([a,b]), 且 记 


F(z)=|. f(2)dt+A, G(z)=| gle)detB, 


€ 
十 误 二 . 


则 


| F(z)g(z)dz=F(z)G(z) 一 | Gz) f(z)dz. 


证 明 ”对 [a,5] 的 任 一 分 划 A:a 一 zo<z<…<z 一 0 我 
们 对 下 (5)G(5) 一 F(a)G(a) 作 分 解 


F(z)G(z)| = 六 [F(z)G(z) 一 Fln )G(z.1)] 


过 漠 (UEeurerd ) 沁 山中 各 
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一 > G(xi)[ F(x;)— F(zr;_1)] 


十 之 F(x;_1) [G(xi)—G(z1)] 


= D6) flr)dz 


+ > Fz) g(x) dx. 四 


注意 到 G(x),f(zx),F(z) 和 g(x) 都 是 [a,b] 上 的 可 积 消 
数 ,因此 对 式 @ 令 eA 一 0, 根 据 前 述 引 理 立 即 可 知 


5 


F(z)G(z) =| G2) f(r)dzt | F(z)g(r)de, 


a 


从 而 移 项 后 即 得 所 证 . 
例 3 设 fER([a,6]), 则 


一 [ [| fdu d=[ (2—e) f(a, z€ [a,b]. 
证 明 根据 分 部 积分 公式 之 二 , 记 
F(D)=| fl)du, gl)=1, G2)=t—a, 
我 们 有 
I =[ F(t)g()dt=F(t)G() 


-[ G(i) f(t) dz. 


=(z—o)f fd Ga) fd)| -DoDdz 


即 得 所 证 . 
例 4 设 fER([0,1]), 则 


372dz=] f(Ddrtoll) (roo) 
证 明 对 任意 的 >0, 我 们 有 
fap] fe) 
注意 到 
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lim|, SE/(z)dz=| WE/(z)dz, 


po f(z)dz=|[ f(xz)dz, 


二 | .ree jz:az| < 1| wz 。 zidz 


n 


< = Tadz 一 
n 


即 得 所 证 . 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 
1. 设 w(z),v(z) 在 [a,6] 上 有 十 1 次 连续 导数 , 则 


| u(xz)v"t (zx)dzr = > (1) (Cr)v "hd (x) 


二 (M= sup{ f(z)1). 


沪 消 (UEWSTY[) 和 二 山 叶 溃 


十 (一 De (Z)w(z)dz， 


2. 设 gER([a,b]), f(x) 在 [a,6] 上 可 微 , 且 三 E 
R([a,65]), 则 


[Calz)dz=/(6)[ gz)dz-| (| ge) Cd. 
3. 设 f(z) 在 [0,2r] 上 可 微 , 且 记 ER([0,2r]), 则 
limn| f(r)sinnrdz=f(0)—~— f(27). 


4. 设 f(x) 在 [a,b] 上 二 次 可 导 , 且 ER({[a,6b]). 若 f(a) 
三 f(b) 二 0, 则 


| 7(z)dz= 于 | f(z) (z 一 a)(z 一 四)dz， 


5. 设 F(z),g(z) 是 [a,8] 上 的 连续 函数 , 若 对 [ao,oj 上 满足 
g(a) 二 g(5) 二 0 的 任 一 连续 可 微 函 数 pg(z), 有 


人 Erezywz)+eGz)w(z)dz]=0， 
则 gECo([a,o]), 且 Fz) 一 g (rz) ,rE [a,b]. 
6. 设 FCz) 一 | Se dr， 求 | (zjdz. ss 


二 强 (Queurera) 半 由 引 小 


56 
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7 设 feCco([a, 习 ), 且 Fa)= FO)=0, 则 存在 M>0 
(与 f 无关), 使 得 
| PenDarsM| (f(z) dz. 


(提示 : 令 F(z)=| fdr, 则 1F(z) PP<C-a| f(z)dz. 上 且 


有 | f(x)dz=| f(z)dF(z)<| IF(D) I F(z) 1d) 
3§7 定 积 分 中 值 定理 


微分 中 值 公式 
F(6)—F(a)=F (é) (6—a), £E (a,6) 
说 明 ,函数 值 的 差 可 以 通过 其 导数 值 来 表达 和 估算 , 它 的 重要 应 
用 是 大 家 所 熟悉 的 . 如 果 从 求 微 分 运算 的 道 运算 来 认识 积分 运 
算 , 那 么 就 有 相应 的 积分 的 中 值 公式 ;: 记 F(x) 二 f(z), 即 把 
F(z) 看 作 是 可 积 函 数 1(x) 的 原 函 数 , 则 上 述 公 式 化 为 


| f(z)dr=/() (6—0), ce (a,b). ® 


这 一 类 公式 称 之 为 积分 中 值 公 
式 . 它 的 重要 特征 是 :一 个 函数 
的 定 积 分 可 以 通过 其 自身 进行 
表达 和 估算 , 比 之 于 N-L 公式 
需要 求 出 原 函 数 来 计算 ,这 一 
点 在 许多 情形 中 有 很 大 方便 ， 
虽然 我 们 并 不 知道 点 和 的 确切 
位 置 . | 图 7-6 

上 述 公式 的 几何 意义 可 以 从 面积 的 意义 来 考察 : 设 f(z) 是 
[a ,5 上 的 正 值 连续 函数 , 则 如 图 7-6 所 示 , 公 式 中 左 端 是 Frz) 
在 [a,6b] 上 下 方 图 形 的 面积 , 右 端 是 底 边 长 (6 一 a) 、 高 为 (的 
和 矩 形 面 积 . 而 高 f( 引 正 是 F(z) 在 [a,5] 上 的 积分 平均 值 : 
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1 昌 = 产 一 
注 “离散 数量 的 平均 值 是 算术 平均 ,连续 量 的 平均 值 应 认定 为 积分 
平均 .例如 : 设 用 ,fi,…,f; 是 有 限 个 数值 , 易 知 它 们 的 平均 值 ( 称 为 算术 
平均 值 ) 就 是 
Lt “十 所 -A 


现在 ,如 果 我 们 要 考察 f(x) 在 [a,6] 上 的 平均 值 ,就 必须 求 无穷 多 个 
f(z) 值 的 平均 值 ,那么 取 什 么 样 的 无 穷 多 个 值 呢 ? 怎么 算法 呢 ? 自然 的 
做 法 应 该 是 : 

(1) 从 有 限 过 渡 到 无 限 ; 

(2) f(z) 在 [a,6] 上 的 取 值 点 的 分 布 有 “公平 性 ”. 

按照 这 一 设计 ,例如 把 [a,5] 作 分 划 


A:a=x rrrb, ATi z= (i=1,2,… ,7), 
再 取 f(x) 在 插 点 组 (从 上 值 的 平均 : 
§)+f(&)+ fe) 1 辟 


n 


然后 让 noo, 可 得 极限 值 为 =| /(z)dz. (假定 /ER([a,6])) 


这 就 是 f(x) 在 [a,6] 上 值 集 的 平均 值 意义 , 它 是 合情合理 的 ,特别 是 
对 连续 函数 而 言 ,由 此 还 可 类 似 地 去 理解 加 权 平 均值 . 对 数组 /1 ,fi,…， 
所 的 加 权 平 均 为 : 


2 十 pz fz 二 “二 pf -=l 和 
Pi+p2t+ tp, ” 
1 2 Dp 


其 中 , 户 >>0 (i==1,2,… ,n). 若 将 pi; 理解 为 x 轴 上 点 f; 上 的 质量 , 则 jp 可 
解释 为 质点 组 fi(i=1,2,…,n) 的 重心 位 置 . 
因此 ,对 f(z) 在 [a,6] 上 作 加 权 p(x) 的 平均 应 定义 为 


| f(a) p(n)dz 
[plz)dr 


池 灌 (UUBW3I) 有 所 击 叶 游 


二 阔 (IDBmard) 光 山中 洲 
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7. 1 定 积 分 第 一 中 值 公式 


定理 7. 18( 定 积分 第 一 中 值 公式 ) 设 gER(Cfc,O), 且 函 
数值 不 变 号 ( 即 对 一 切 xE€[a,6b],g(x) 之 0 或 g(x) 志 0). 

(1) 若 ffE€ER([a,6b]), 且 记 M= sup {f(z){,m = 
inf {f(z)| , 则 存在 Ap:mspz 委 M, 使 得 


| falz)dr=p| s(z)dz © 
(2) 若 JE CC[a,6]), 则 存在 8€ [4,6], 使 得 
| f(r)a(z)de=/(8)| g(x)dz. @ 


证 明 (1) 不 妨 考虑 g(z) 之 0,zE[a,b] 的 情形 ,我 们 有 
mg(z)<f(r)s(x)EMe(r), TELa,b]. 
由 此 又 可 知 


m| glz)dz<| f(z)8(z)dz<M| g(x)dx. 
如 果 | g(z)dz=0, 那 么 | f(z)g(z)dz 一 0, 式 对 任意 的 4 
均 成 立 . 从 而 ,不 妨 设 | g(z)dz>0, 于 是 可 得 
| re(z)dz my 


"i | g(x)dr 


| f(g(z)dz 
记 /一 天 一 一 一 一 
| g{zx)dr 


(2) 当 fEC([a,5]) 时 ,M 与 m 就 是 f(z) 在 [a,8] 上 的 最 
大 值 与 最 小 值 , 且 f(z) 可 以 取 到 M 与 m 之 间 的 一 切 值 , 故 存在 
6E [a,6], 使 得 f( 台 ==p. 因此 ,第 二 个 结论 成 立 . 

注 当 g(z)=1 zE[a,b] 时 , 式 @ 化 为 [ (zjdz= A(6(6 一 a) ,这 


, 式 中 成 立 . 
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就 是 本 节 引言 中 提 到 的 公式 . 此 外 ,还 可 使 式 @ 中 点 《位 于 (a,5) 内 ,实际 
上 ,在 | g(z)dz=0 的 情形 ,点 《当然 可 以 在 (a,6) 内 任意 地 到 了 . 现在 人 


定 | g(z)dr>0( 此 时 又 有 g(z) 之 0,xE[o,6]), 为 了 在 (a,5) 内 找到 点 
我 们 缩小 (a,6) 为 (a',6), 使 得 (注意 变 限 积分 的 连续 性 ) 
[empaz>ola ,sy IC (a,6). 
如 果 式 @ 中 之 点 8 不 在 (2,6) 内 ,那么 必 为 端点 a 或 ,不 妨 假定 为 
| repg(z)dz= Alo)| g(r)dz. 


但 由 于 f(z) 在 (a,6) 上 的 值 不 等 于 /A(5), 故 f(z) 或 都 大 于 f(5) ,或 都 小 于 
(5). 若 都 大 于 f(5), 则 f(z) 在 [a ,8 ] 上 的 最 小 值 m 也 大 于 f(6). 这 样 ， 
就 有 


[fea(z)dr— (5)| glx)dz =| La) 一 Fa]e(z)dz 


沪 消 (U0eWenf) 古 姑 叱 流 


CD-Aalg(z)dz 


>[m~/(5)]f a(z)dz>0. 


这 一 矛盾 说 明 式 @ 中 之 点 # 可 在 (e, 刀 内 取 到 . 其 他 情形 也 可 类 似 地 证 明 ， 
例 1 设 fEC(L0,61), 且 f(x) 一 A(z 一 0 十 ), 则 对 5a 一 
0, 有 


bo fe an 
证 明 注意 到 二 在 (0,6] 上 上 是非 负 的 ,以 及 积分 上 下 限 将 随 


而 变动 ,因此 在 应 用 积分 中 值 公 式 时 ,其 中 的 应 记 作 名 为 


爱 , 即 


[ar Ee 2 


其 中 , 生 < 名 < 过. 从 而 由 7) 一 A(mco) 立 即 得 证 ， 


例 2 设 fEC2?3([ 一 1,1]),f(0) 一 0, 则 存在 纪 [ 一 1,1]， 
使 得 59 
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f=3| f(z)dz. 
证 明 将 f(x) 在 z=0 处 展 成 Taylor 公式 
Hz)= f+ 0) z+ LEE ,ool. 
注意 到 (0) 一 0, 以 及 是 奇 函数 ,我 们 有 
| f(z)dz=$| Fez)mdz 


假设 M=max|P(z): 一 1 委 z 乏 1 一 minlP(z): 一 1 委 z 
委 ]} , 则 可 得 (注意 zx? 的 非 负 性 ) 


Bm) zdz<| fz)dz< FM| zx: dx, 


六 消 (U0BU91) 了 雪 中 小 


< f(z)dz<¥ ,m3| f(z)dz<M,. 
根据 六 (z) 的 连续 性 可 知 ,存在 &E [一 1,1] ,使 得 
/0=3| f(z)dz. 
例 3 设 fEC([0,7]), 和 且 有 
| f(z)dz=0, | Alz)cosrdz=0 


则 存在 两 个 点 总 ,名 E(0,r) ,使 得 FS) 一 7 名 ) 一 0. 

证 明 如 果 对 上 述 两 个 等 式 直接 用 中 值 公式 , 虽 可 得 
f(# ') 一 0 二 f($”)cost ,但 不 能 保证 ' 关 $" 且 还 有 可 能 cosé ” 
一 0. 因此 想到 更 换 因 子 cosz, 而 采用 分 部 积分 法 , 令 F(x)= 


六 FoDax(o<z<m) , 则 依 题 设 可 知 F(x) 二 F(0) 一 0. 由 此 可 得 


一 [ f(x)cosrdzr = 上 | coszdF(z) 


=F(zxr)cosr 


二 | PCz)sinzdz 
0 0 


=0+| F(z)sinzdz 一 rzF(Ssin& 
60 ”显然 有 F(§)=0 (0 二 é<7). 
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这 说 明 .Az) 的 原 函 数 F(z) 有 三 个 零点 :0, 和 ,rr 那么/(z) 
就 有 两 个 不 同 零点 . 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 设 fEC([0,1]), 则 


im| dr=f(0). 


| 分 别 在 [ "二 和 | 二 ,上 估算 积分 ] 
2. 设 fEC([a,8]),g(z) 在 [a,5] 上 可 微 , 且 g (z) 非 负 可 
积 , 则 
后 | fe d= f(r)e’(z). 


3. 设 fEC([a,6]),g€C([a,6]), 且 g(x) 是 [a,b] 上 的 非 
负 可 积 函 数 , 则 存在 乌 , 名 E(a,6) ,使 得 


8 (a | f(x)p(zr)dr=f(& J g(x)9(x)dz. 


4. 设 有 定义 在 [a,6] 上 的 连续 函数 f(z),g(z),p(x), 且 
2P(z) 天 0, 则 存在 &€ (a,65) ,使 得 


a(®)| flz)9(z)dr= fe) g(z)g(z)dz 
[ 强 示 : 记 A 一 | 7(z)pz)dz,B= | s(z)9(z)dz, 并 考 守 
辅助 函数 F(z)=A| goes)de—B| f(a)p() | 
5 设 /(z) 在 [0,1] 上 可 微 . 若 有 /(1) 一 4 f(z)az 一 0 
则 存在 $e (0,1) ,使 得 (8) 一 全. 


提示 : 作 F(z) 一 zf(z). 又 存在 IE (0, 子 ) ,使 得 F(7) 一 


六 漠 (Uueuaerd) 缸 宣 中 种 


沙 冰 (WEEWII) 汪 ”山中 小 
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Jr( 态 ,当然 还 有 FGD)= AD] 


xzdz n? 1 ™ 
6. <| 1 tanz ~ 35 (I 
7. 设 fEC([a,6]),g(7) 在 [a,6] 上 有 原 肖 数 ,g(x) 之 0， 


且 gE€R([a,65]), 试 证 明 
£| fal d= f(r)e(z), rE[a,b]. 


8'. 设 fER([a,b]), 且 有 原 沙 数 . 若 g€R([a,6]) 且 不 变 
号 , 试 证 明 存在 fE [a,b] ,使 得 (利用 导 函 数 的 中 值 性 ) 


| rmDeg(mDdar=A9| g(r)dx. 


9', 设 fEC(L0,1]),f(0)==f(1)==0, 则 对 a€ (0,1), 存 
在 zi ,XT2 EL[0,1]:zi— z=a 或 1 一 a, 使 f(x)= f(x;). (对 
f(z) 作 周期 为 1 的 延 拓 ,考察 g(x) 二 f(z 十 a) 一 了 f(z) 的 积分 ) 


7.2 定 积 分 第 二 中 值 公式 


定 积分 中 值 定 理 的 第 二 种 形式 最 初 是 O. Bonnet 给 出 的 ， 
后 由 Weierstrass 推广 到 一 般 情 形 ,其 证 明 均 基于 Abel 变换 ,是 
关于 分 部 求 和 的 一 种 恒等式 . 

引 理 7.4(Abel@) 设 有 两 组 数 {fal ,as ,… ,a, | ,6 ,6 ，…， 


k 


6b.1, 记 A 二 >) ai(k=1,2,…,n), 则 
i=1 


得 1 
D2) 4bi= DA 一 bei) 十 As 
i=1 


iwl 


证 明 ”因为 我 们 有 
> abi 一 AD 十 > (A;—A1)b; 


i=l 


62 @D 阿 贝 尔 (1802 一 1829 ) ,挪威 青年 数学 家 . 
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一 AI (一 加) 十 As(2 一 访 ) 十 十 AD 1™—0,) 
二 Ab， 
= = SA —b41) 二 +Ab,. 


… 之 之 0, 则 有 


和 第 
mbi 志 之 ， ab MB. 过 
定理 7. 19( BonnetQ 型 ) 设 gER([a,5])， 和 
(1) 若 F(z) 是 [fa,5] 上 非 负 递 减 函 数 , 则 存在 se [a,65], 使 5 
和 : 
6 e 积 
| f(z)e(z)dz= f(a)| s(z)dz @ 分 
(2) 若 F(z) 是 [a,5] 上 非 负 递 增 函 数 , 则 存在 se [a,6] ,使 
得 
| raDeg(z)dz= Fo)| ez)dz @ 
证 明 首先 ,根据 本 章 6.2 节 引 理 7. 3 可知, 对 [a,5] 的 分 
划 
Al:e 一 Io< Ti<<…<Zz 一 0 
有 极限 关系 : 


lim bE i 站 g(xr)dxz. 全 


| rzg(z)dz= 
设 G(z) 一 | (2d, 易 知 


D2) endz= DLG(#) Ga ) f(s). 


其 次 , 记 M,m 为 G(xz) 在 [a,6] 上 的 最 大 值 ,最 小 值 , 则 视 
Qi=G(7i)— G(r1), b; 二 f(x;-1), 而 应 用 Abel 引 理 可 知 


中 ” 旁 内 (1819 一 1892) ,法 国 数学 家 ， 63 
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(G(a)=0) 
mf(a)< 2 [G(xz)—G(zi) f(r EM). 
注意 到 上 式 左右 端 与 分 划 A 无 关 , 故 结合 式 @ 得 到 ( 令 | A 
mf (<| f(z)g(z) dr Ma). 

现在 ,假定 f(a)>0(f(4a)==0 时 式 自 然 成 立 ), 则 上 式 可 
写 为 
| rpe(adz 
ms Fa SAM 
因为 G(x) 在 [a,6] 上 连续 ,所 以 它 可 取 到 位 于 m 到 M 之 间 
的 一 切 值 . 即 存 在 6E [a,6] ,使 得 
[f(r)g(z)dz 
f(a) 


池 洪 (U0EWI3TY[) 汪 ” 击 叶 溃 


=G(®) =| g(x)dz, 


故 式 @ 成 立 ， 

类 似 地 可 以 证 明 式 @ 成 立 . 

定理 7. 20 (Weierstrass 型 ) 设 JF(z) 在 [a,o] 上 是 单调 函 
数 ,gER([a,o]), 则 存在 SEE [ae,p], 使 得 


rapglz)dz= Ala| sz)dz+7o| g(r)dr. @ 


证 明 (1) 设 f(x) 是 递减 的 , 则 
p(xz)= f(x)— f(6) 
在 [a,6b] 上 是 非 负 递减 的 . 因此 ,根据 定理 7. 19 三 (1) 可 知 ,存在 
&E [a,b], 使 得 


| 0162) 7160) ez)ar=[f(a)—/(6)]| g(x)dx. 
由 此 即 知 
64 | reg(z)dz =/(a)| stz)dz 
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+ g(r)dr—| ez)dz] 


é€ 6 
=/(o)| gC)det /760) | g(x)dz. 


(2) 设 f(z) 是 递增 的 , 则 一 f(x) 就 是 递 威 的 . 因此 由 式 @ 
可 知 


| [meJsCodz= 一 Fo g(a)dr— /66)| ecoar， 
即 
b € b 
| fr)da=f(o) g(r)det (0) gC)dr. 
注 上 述 中 值 定理 在 a>5 时 也 真 
例 1 考察 积分 = sinzrcoszdz. 
一 方面 ,由 N-L 公式 可 知 


—COS2X 7 1 
4 0 


了 一 
另 一 方面 , 视 sinz 为 | 0, 子 | 上 的 递增 函数 , 则 由 第 二 中 人 
公式 四 可 知 
I =-sin(o)| coszdz+ sin | coszdz 
=1— siné, 0<¢ <7. sin6 一 也 ， 或 = 语 . 


例 2 设 f(z) 在 [a,6] 上 可 微 ,和 且 了 (zx) 是 递减 函数 ,又 有 
(0) 宇 m 之 0, 则 


[eosf(z)dz 忒 一 


证 明 注意 到 函数 帮 汪 在 [2,5] 上 非 负 递增 , 故 由 Bonnet 
型 第 二 中 值 定理 可 知 


| ees f(z)dz| 一 es 六 2a dz| 


65 


六 漠 (Uneuuord) 关 一 贡 起 泪 
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趟 消 (Gueuerz) 征 ”二 中 小 


Psy |]. f(z)e0s rz)dz 
= Ptylsin f(b)—sin f(O1<. 
(aé <6) 


例 3 lim 二 | sin 1 gr=0,0<2. 
zs0t To0 ft 
证 明 注意 到 积分 | sin 了 dt 存在 ,可 知 
| sin la = lim | sn 工业 
0 t 了 =0 十 


到 sinz 
一 -=m 一 一 dx 一 limx Ysinudu, 
350+ J 1 


其 中 ,<%<: 由 此 即 得 
[fsin Far| <2r, rr>0., 
从 而 我 们 有 
| sm 了 委 2z- 
TJ0 t 


a 


即 得 所 证 ， 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 
1. 设 0<a<b, 则 


(1) 上 eg <7; 
(2) Tf sinx :dz| < 


2. 设 a>0,z>0, 则 ||” ‘sinfidt <A. 
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$3 8 定 积分 在 几何 与 力学 中 的 初步 应 用 


8.1 平面 区 域 的 面积 


(一 ) 直角 坐标 系 中 的 情形 

平面 区 域 面积 的 计算 ,在 阐述 定 积分 几何 意义 时 已 经 知道 . 

车 曲线 y= f(z) 在 [a,65] 上 是 非 负 的 , 则 了 (xz) 在 [a,5j] 上 的 下 方 
图 形 ( 曲 边 梯形 ) 的 面积 S 由 定 积分 

s=|[ f(z)dx 


确定 


冰晶 ( Queuard ) 关 十 中 洲 


若 /(z)<0,zE [ab], 此 时 
定 积分 | 7(z)dz<c0. 因 此 ,应 由 “ 
其 绝对 值 反 映 出 面积 的 什 : 
-hol rne 


若 f(z) 在 [a,6] 上 变 号 ,如 图 7-7 所 示 , 则 应 将 [a,6b] 分 割 
成 若干 个 子 区 间 ,使 F(z) 在 每 个 子 区 间 上 不 变 号 . 此外, f(z) 在 
[ae ,如 上 的 下 方 图 形 面积 ,应 为 各 个 子 区 间 上 的 曲 边 梯形 面积 的 
总 和 ,或 等 于 各 子 区 间 上 积分 绝对 值 的 总 和 . 

例 1 求 正弦 曲线 y=sinz 与 横 轴 在 zx 一 0 到 zx 一 27 之 间 
所 围 的 区 域 面积 $. 


解 ” 因 为 ( 见 图 7-8) | 


sint 之 0，0 坟 Xn; 


sinz<0，r<<z 委 2r， 


所 以 我 们 有 
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站 小 (Uueuorz ) 总 拔 r 引 小 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 
s=| sinzdz+ 三 inzaz| 一 2 十 | 一 2 一 4 
如 果 需 要 计算 两 曲线 y>= 王 三 (z) 与 y= 户 (z) 与 直线 zx 一 aq， 


< 一 5 所 围 成 的 区 域 面积 ,那么 在 (zx) 之 记 (z) 的 情形 下 ,其 而 
积 S 应 为 ( 见 图 7-9) 

s=| flz)dre—| filz)dr=[ (f(z)—falz))dz. 

例 2 求 由 曲线 y= Vz 与 yx? 所 围 成 的 区 域 面积 S. 

解 、 为 将 此 问题 化 归 为 晶 边 梯形 玉 求 面积 , 需 先 确定 所 转 
平面 区 域 在 z 轴 上 的 范围 .为 此 , 先 求 两 曲线 的 交点 . 由 \ = 
2 可知, 其 两 个 交点 的 并 坐标 为 zi: 一 0,z 袜 一 1( 见 图 7-10). 从 
而 有 


图 7-9 图 7-10 


人 2 1 1 
s=|. Ardz | z dz 一 了 一 可 三 可: 


例 3 设 >1, 广 十 廊 ==1,4 之 0,6 之 0, 则 


p 
去 生 十 区. 
ab 方 十 了 由 
证 明 ”如 图 7-11 所 示 ,考察 面积 S, ,5S;. 注意 到 
1 
4 一 1 一 


户 一 二 
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从 几何 意义 看 , 边 长 为 a 与 6 
的 矩形 面积 不 超过 Si 十 Si , 故 有 


p 
ab<S 十 Ss 二 和 十 多 
p 9 


(二 ) 参数 方程 表示 曲线 的 情形 
若 [a,6] 上 的 曲 边 梯 形 的 曲 边 y= f(z) 是 由 参数 方程 
T=9(t), y=H(t), otep 
给 出 的 ,这 里 假定 pg(z) ,J(#) 是 [a,8] 上 的 连续 可 微 函数 , 且 y(1) 
之 0,9 (zt) 关 0,tE [a,B]. 此 时 ,可 用 反 函 数 1 二 gp-!'(xz) 代 入 得 
y= f(z)=H(9 (7)) ,az< 魏 六 
其 中 , 当 g(z) 是 递增 时 ,有 gp(a) ==a,g(P) = 二 6; 否 则 有 g(a) 一 
9(B) 二 a. 从 而 该 曲 边 梯形 面积 为 


7-11 


， , [yl Dd,g() 递 增 ， 
s=| f(z)dz=| pl91(z))dz=1 
一 | wsDw(Dde,p(D) 递 大 
例 4 求 星 形 线 (三 ) 十 (学 ) 一 1 围 成 的 区 域 面积 . 
解 ” 由 于 该 曲线 是 关于 工 轴 、y 轴 对 称 的 , 故 只 需求 出 它 在 
第 一 象限 形成 的 下 方 图 形 面积 ( 见 图 7-12, 即 曲 边 三 角形 OAB 
的 面积 ). 采用 曲线 的 参数 表示 ， 


X=asin’t, y=acos’t, 0<tE2n; 
bs 
， Xz(0)=0, z (了 3)=e. 
从 而 按 公 式 , 我 们 有 


S= 外 >(Dz (z) dt 一 12c| cos‘tsin? tdt. 
0 0 


冰 淖 (QUeuard) 关 ”二 中 小 


同 
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注意 到 (用 替换 :一 二 一 z) 


到 
sin‘tcos’ tdt. 
0 


| costisintzdt=| 
0 
又 可 得 
S 一 co|. (cositsin2t 十 sin4tcos2z ) dt=— co| sin?tcos’ tdt 
0 0 
一 zo) sin2 2tdi= ze (1—~ cos4i)di= 六 ra2， 
2 0 4 0 8 


上 了 
B 


y=yp(7) 


沙 消 (DUB) 半 机 中 波 


Ol x(0)=x(B) 


图 7-12 7-13 

当 参 数 方程 z=z(t) ,y= 二 y(t) ,a 所 th 是 一 条 简单 光 祖 闭 
曲线 ( 即 zx(a)==z(B),y(a) 二 y(B), 但 当 ,to€ (a,8)H tz 
时 ,点 (Z(t),y(h)) 与 点 (z(ts),y(ts)) 不 同 ,又 x (1),y (1) 是 
连续 通 数 且 不 同时 为 零 ) 的 情形 ,其 闭 曲线 所 围 区 域 面积 S 公 
式 可 推导 如 下 : 

不 妨 假定 该 曲线 在 平面 直角 坐标 系 中 位 于 第 一 象限 (图 7- 
13), 且 从 a 到 a 时 z=zx(z) 从 xz(a) 严 格 递增 到 x(a ),t 从 a 
到 8 时 ,z= 二 x(t) 从 xz(w) 严 格 递减 回 到 z(8). 此 时 我 们 有 


S -| zu ye) 
6 产 严 8 EA 
=—| >(oz CDd 一 | >(Dz (War=— [yz (1)di. 
70 类 似 地 , 若 i 在 分 段 < 过 a <8 上 由 递减 变 为 递增 , 则 上 述 公式 中 
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积分 前 应 取 正 号 . 
在 许多 情形 下 ,将 上 述 面积 公式 作 如 下 转换 是 便于 计算 的 ， 
因为 根据 分 部 积分 公式 ,有 


Bp ) 《 8 / 
S = 一 | >(Dz (1)dt=—y(t)x(t) +| zy (Ddi 


=0+|z()y (2d 
所 以 面积 $ 的 计算 公式 也 可 与 成 
s=#| [zy GD 一 >(Dz(9]de 


工 一 4Sintcos2zt， 


例 5 求 闭 巾 线 | 0<1< 下 所 围 区 域 的 面 


y=acostsin’t, 
积 S. 
解 ” 易 知 它 是 一 条 简单 光滑 闭 曲线 , 且 位 于 平面 直角 坐标 
系 第 一 象限 中 ,从 而 有 

xa? 


各 2 [二 
S= 引 | [z(t)y (2)—y(t)x 0)]dt 一 | sin2tcos2tdt 一 3 


注 ” 当 图 形 位 于 其 他 象限 时 , 若 计 算 值 出 现 负 号 ,只 需 取 绝 
对 值 即 可 . 
(三 } 极 坐标 系 中 曲 边 扇形 面积 的 计算 


设 平 面 曲线 由 极 坐标 系 中 的 pi0) 
方程 
"=f(0), a<0<p A 


at WE 


给 定 , 则 称 由 r==f(9) 以 及 径 向 0 
量 9=a,9=B 之 间 形 成 的 图 形 为 7-14 
曲 边 扇形 ,如 图 7-14 中 之 048. 我 们 的 目的 是 要 计算 04B 的 
面积 , 且 不 希望 经 过 替换 返回 直角 坐标 系 ,再 应 用 曲 边 梯形 的 面 
积 公式 来 计算 ,因为 这 可 能 带 来 计算 上 的 复杂 和 困难 . 

为 了 寻求 上 述 曲 边 扇形 面积 S 的 计算 公式 ,我 们 仍 遵循 求 


冰 漠 (Uueuart ) 关 十 中小 


曲 边 梯形 面积 的 设计 思想 . 假设 r= f(9) 在 [a,8] 上 是 Riemann 71 | 


冰 漠 (HUUeUoTrT ) 和 好 寺中 
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可 积 的 ,现在 对 [a,B] 作 分 划 

c 一 负 到 0 < 必 … 一 0 =p, 
相当 于 用 径 向 量 6 一 4 对 曲 边 扇形 的 张 角 Ba 进行 分 割 . 如 图 7- 
15 所 示 , 记 r=A( 人 ) 在 向 径 0=0-: 与 0=4 之 间 的 小 曲 边 扇形 


面积 为 AS,, 则 S AS. 者 令 


7-15 


mm 一 inf {FOO ,Mi sup il7(01 ,Ab 一 4 一 Gil， 
2 ，…，,72) 
易 知 ,去 76A0 , 序 MEA6 为 内 .外 小 加 扇形 的 面积 , 且 有 
Fm A SAS LFMAD(i=1,2, ,7). 
从 而 有 


>) A.<S= > AS: 志 > Mn. 


因为 上 式 左 、 右 端 是 函数 去 /*(9) 在 [a,] 上 的 Darboux 下 和 、 上 
和 ,所 以 根据 /(9) 的 可 积 性 可 知 
. 0 "M fl 
Bp 2 a0 ,lin, > A0=| 7 0d 
由 此 可 得 曲 边 扇形 的 面积 的 计算 公式 
1 (4911p 
s= 这 [7 qo= 六 | f2(0)d0. 
注 可 以 证 明 , 曲 边 房 形 面积 通过 化 归 为 曲 边 梯形 的 方法 
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求 面积 ,结果 是 相同 的 . 
例 6 求 由 双 纽 线 r=aVcos35 围 成 的 面积 S. 
解 ” 由 对 称 性 可 知 ,只 需求 出 其 夹 在 向 径 9=0 与 9 一 二 之 
间 的 曲 边 扇形 面积 (图 7-16). 我 们 有 
1s=3[ rd- | “cos20d0 一 和 
即 S=@?. 


冰晶 (CUaeuard) 太 一 师 中 避 


图 7-16 图 7-17 


例 7 ” 设 Mo(zo ,yo) 是 双 曲 线 式 一 y= 二 a* 上 的 一 点 . 求 图 
7-17 所 示 曲 边 三 角形 OAM。 的 面积 . 

解 ”因为 曲 边 三 角形 与 扇形 基本 同型 , 且 该 双 曲 线 易 用 极 
坐标 表示 为 (注意 z= 一 rcos0,y 一 rsin0) 


2 


~ cosiO—sin:O’ 
所 以 OAM 的 面积 S 可 用 扇形 面积 公式 计算 如 下 : 
s= 去 | rd6= 2 fe d0 az ， 1 十 tanp 


a 了 一 如 
2 Jocos20 一 sin20 4 1 一 tanp， tanp 一 0 
思考 练习 解答 下 列 问 题 ; 
1. 求 下 列 曲 线 所 围 区 域 的 面积 : 
一 2 一 27， 
人 (2) | 
3 一 一 并 3; 
(3) y=4azr, y=4ar,7T =40y, 2 一 4by ,其 中 0<<a _73 


?一 z 一 3; 


国 呈 数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


靖江 (Queumord) 尘 十 起 小 
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<<a ,0<b bb ;(16Ca 一 az )(b— bz)). 
(4) 珀 十 落 一 1 与 其 上 一 点 (和 ,83 ) 之 切线 以 及 < 轴 


2. 史 一 2z 将 圆 z: 十 光一 8 分 割 为 两 部 分 , 求 此 两 部 分 面积 
之 比 . 

3. 求 由 曲线 ?一 z(z 一 1)(2 一 z) 与 工 轴 所 围 区 域 的 面积 . 

4. 求 下 列 曲 线 所 围 区 域 的 面积 : 

(1) z=a(2cost—cos2t), y=a(2sint— sin21t); 

(2) r=a0(0 OS ,a>0); 

(3) r=a(l1— cos0) (0<0<27). 


8. 2 ”用 平行 截面 面积 求 立体 体积 


(一 ) 用 平行 截面 面积 求 立体 体积 的 一 般 方 法 

对 于 三 维 空间 中 的 立体 ,如 何 看 它 的 体积 问题 ,属于 多 元 也 
数 的 定 积分 范畴 ,其 一 般 理 论 和 方法 将 在 本 书 第 三 册 中 作 介绍 ， 
不 过 ,其 中 的 一 些 特 殊 情 形 , 可 以 通过 一 元 函数 的 定 积分 确定 ， 
这 就 是 本 节 陈 述 的 内 容 ， 

设 有 一 立体 0, 它 在 直 
角 坐 标 系 中 位 于 两 个 平面 z 
一 4,Zz 一 5(a<b) 之 间 , 现在 
用 垂直 于 x 轴 的 平面 去 截 
D , 记 其 截面 面积 为 5S, 显然 
S 与 该 平面 在 x 轴 上 的 位 置 
有 关 ( 是 z 的 函数 ): 

S 一 SCz). 

假定 S(z) 在 [e, 纪 上 是 可 积 的 , 则 2 的 体积 V 就 是 


v=| s(z)dzr 0 


为 阐明 这 一 结论 ,我 们 对 [a ,的 作 分 划 
A:a= ro TT =b, 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 
相应 于 这 一 分 划 , 用 垂直 于 zx 轴 的 平面 zx.(i==1,2,…,n) 将 
0 分 市 成 ”个 小 的 层 体 (图 7-18). 若 记 位 于 [xi ，,z ] 之 间 的 层 
体 体积 为 AV.(i=1,2,…,), 则 V== >) AVi. 车 令 
m= in 1S(z| M.=, sop SC (i=1,2,. ,0), 
从 而 又 有 
之 mi Az <V > MiAZx;:, ATi=ZXi—7ri1(1=1,2,.…,n). 

上 式 左 、 有 湛 是 可 积 函 数 S(z) 的 Darboux 上 .下 和 , 故 当 A 


一 0 时 ,有 共同 的 极限 值 :S(z) 在 [a,6] 上 的 定 积分 . 即 得 以 截面 
求 体积 的 公式 @. 


例 1 求 三 维 椭 球 体 所 十 各 十 扫 一 1 的 体积 . 

解 ” 易 知 z 的 变化 范围 为 [一 a,a]. 所 谓 用 委 直 于 z 轴 的 
平面 去 截 燃 球 ,就 是 暂时 视 x 为 定量 ,考察 变量 y,z 的 变动 状 
况 . 为 此 , 写 册 


2 2 2 2 2 


(eV 至 | (ey) 
由 此 可 知 ,截面 的 边界 曲线 是 一 个 椭圆 , 它 的 两 个 半 轴 为 
对 此 椭圆 ,我 们 已 知 其 面积 , 即 
S(z)=rb bs =nbe(1— 互 ). 
从 而 按 公 式 可 知 , 椭 球 体积 V 为 
| 


, = rabc. 


淮 消 (UUBWI9TY[) 队 博 读 避 


例 2 求 由 贺 柱 体式 十 一 R* ,平面 y=0,z 一 0, 区 十 襄 一 
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立体 体积 V. 
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1=0 以 及 元 十 百 十 1 一 0 围 成 的 


解 ” 由 于 该 立体 关于 平面 z 
=0 对 称 , 故 只 需 计 算 第 一 象限 。 3 
SS SN 
内 的 体积 . 如 图 7-19 所 示 , 每 一 RAN 
个 垂直 于 z 轴 的 平面 与 立体 相 A SB 
截 的 截面 是 矩形 ABCD. 记 OA 


| 
和 


= 工 , 则 图 7-19 
AB= 守 (R— zx), AD /到 
从 而 截面 面积 为 
S(z)= 上 是 (R 一 av 本 一 去. 
由 此 可 知 该 立体 体积 为 


R 
Vy 一 ?| Ss(z)dz=2 全 | (R—z)VR 2 dr 
=2HR: | * (1 sing)cos’0d9= HR 4 
人 0 


(二 ) 旋转 体 的 体积 

用 截面 面积 的 定 积分 计算 立体 体积 之 所 以 可 行 ,主要 是 因 
为 截面 面积 函数 S(x) 容 易 求 得 . 因此 ,计算 旋转 体 体积 是 其 中 
较 理 想 的 情形 了 . 

所 谓 旋 转 体 ,是 指 一 个 由 平面 曲线 围 成 的 区 域 绕 某 一 直线 
( 轴 ) 旋 转 形成 的 立体 . 例如 ,在 空间 直角 坐标 系 中 ,由 连续 曲线 
?= 一 几 z) 在 [fa,2j 上 的 下 方 图 形 绕 z 轴 形 成 的 旋转 体 如 图 7-20 
所 示 . 为 求 它 的 体积 , 按 前 述 的 设计 , 先 求 其 垂直 于 z 轴 的 平 
面 与 该 旋转 体 的 截面 . 易 知 截面 为 一 圆 面 , 改 截面 积 S(z) 为 

S(x)=xy =nf (7). 

从 而 ,根据 公式 中 ,可 得 旋转 体 体 积 V 的 计算 公式 


V=x| yrdz="| f(z)dz. 四 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


y=f,(x) 


第 

7-21 划 

定 

例 3 求 县 链 线 
y= (ei te 二 ) 一 acosh 过 ， ZE [0,0]. 上 

绕 x 轴 旋 转生 成 的 旋转 体 体积 了 ， 


解 ”根据 公式 @ ,我 们 有 
Vv = 中. [Ges to)] = 办 [ 十 2 十 e- 至 )dz 


(+ 
如 果 在 [a,5] 上 的 连续 曲线 y= f(x) 是 由 参数 式 
r=9(t), y=(t), 1€ [a,B] 
表示 的 ,其 中 g(a)= 二 a,q(B)=6. 那么 , 当 p(1) 有 正 的 连续 导 水 数 


时 ,该 曲 边 梯形 绕 zx 轴 旋 转 的 旋转 体 体 积 为 

AGLAGLE © 
当 gp(#) 是 递减 时 ,体积 应 为 

V=— WAGLAOGLE 

此 外 , 设 有 [a,5] 上 定义 的 两 条 平面 连续 曲线 y= 有 (zx) 与 
y 一 户 (z), 且 满足 
jz) 之 万 (z) 过 0， ZE[a,p]， 

则 对 于 由 y 王 户 (z) 与 y 二 f(zx) 以 及 直线 z=a 与 x 二 6 围 成 的 
区 域 (图 7-21) 绕 zz 轴 旋 转 的 旋转 体 体 积 V 为 77 
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V=z CE) 一 Hz))dz @ 


上 面 介绍 的 旋转 体 均 以 = 轴 为 旋转 轴 , 对 于 [c,Z] 上 的 连 
续 曲线 z 一 &(y) 形 成 的 曲 边 梯 形 (图 7-22) ,类 似 地 可 得 到 它 绕 
y 轴 旋 转 的 旋转 体 体积 V 的 计算 公式 


da 
Vv=*| s:(y)dy 
而 相应 于 公式 @ 及 @( 图 7-23) ,可 得 
v= pg: (zx) (dt, V=r| (gi(y) et(y))dy. 


- 8O) 


沙河 (UDPWSTY) 肝 ”三 中 以 


例 4 求 由 曲线 y=4 一 x? ,y= 
3z 以 及 工 轴 上 从 一 2 到 1 的 线段 围 
成 的 区 域 绕 z 轴 的 旋转 体 体 积 了 

解 ” 所 述 图 形 如 图 7-24 所 示 . 首 
先 求 出 y=4 一 Zz 与 y= 二 37 的 交点 为 
工 一 上 ， 

对 图 形 稍 加 分 析 可 知 ,所 求 旋转 
体 体积 V 可 视 为 两 个 旋转 体 体积 V。 
与 VW 之 差 ,其 中 


1 
V; 一 | (4— zx ) dr= -7, 
一 


1 
Vy, = | (37): dr=3x. 
78 90 
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从 而 得 V=Vi 一 Vi 一 呈 sn. 

思考 练习 解答 下 列 问 题 ， 

1. 求 f= 二 a(t 一 sint),y 二 a(1 一 cost) (0 志 t 志 27) 绕 工 轴 的 
旋转 体 体积 ， 

2. 求 位 于 (z 一 c 六 十 交 一 关内 部 与 光一 2az 内 部 的 区 域 绕 
Z 轴 的 旋转 体 体 积 . 


8.3 ”曲线 弧 长 


设 有 一 段 平 面 曲 线 , 记 
为 4, 我们 要 计算 它 的 长 度 
一 一 弧 长 . 用 什么 办 法 ? 如 
果 它 是 一 段 弯曲 的 绳子 ,或 
许可 以 抓 住 两 端 把 它 拉 直 用 
直 尺 来 度量 ,而 这 在 一 般 情 
形 下 是 办 不 到 的 . 虽然 如 此 ， 
这 一 操作 经 验 仍 值得 借鉴 ， 
那 就 是 以 ( 直 ) 弛 AB 代 之 . 当 
然 , 这 样 做 误差 太 大 ,于 是 想到 对 AB 作 分 划 ( 图 7-25) 

A’ :A=M, ,M,,…,M,=B, 


将 AB 划 分 成 许多 小 缴 段 ,并 在 每 个 小 弧 段 M_LM 上 作 弦 
村 -MM. 这 些 弦 连结 成 从 A 到 B 的 一 条 折线 ,此 折线 长 就 是 所 
有 小 段 弦 长 的 和 ,并 以 此 折线 长 作为 AB 弧 长 的 近似 值 . 自然 , 运 
用 已 经 学 习 过 的 微 积分 处 理 问 题 的 手段 ,我 们 知道 这 一 分 划 过 
程 必须 继续 进行 下 去 ,而 转 入 极限 过 程 . 即 考察 分 划 中 小 段 弦 长 
之 最 大 者 EA* 上 趋 于 零 时 , 取 相 应 的 折线 长 度 的 极限 , 若 此 极 
限 存在 , 则 称 A 访 是 可 求 长 的 ,其 极限 值 就 认 作 是 AB 的 弧 长 . ( 当 
然 , 它 也 是 8A 的 弧 长 ) 
这 种 对 曲线 弦 长 的 认识 ,实际 上 是 对 弧 长 的 一 种 定义 ,从 而 
就 可 以 根据 曲线 的 表达 式 导出 计算 弧 长 的 公式 . 79 


沪 消 (UUBUWSTY ) 铅 神 叶 潍 


图 7-25 


冰 洋 (maemerd ) 关 ”者 引 各 
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1. 设 AB 是 自身 不 相交 的 且 非 封闭 的 曲线 ,其 表达 式 由 参 
数 方程 


z=9(t), y—H(1), oi 
给 定 . 这 里 假定 pg() 与 8() 是 连续 可 微 的 , 且 点 A 的 坐标 为 
(g(a) ,J(a)), 点 B 的 坐标 为 (p(P),y(p)). 对 AB 作 分 划 
A’ :A=M,,M,:…,M,-.1,M,=B, 
相应 分 点 Mi 的 坐标 为 (zi ,yi), 记 其 相应 参数 1 的 值 为 zx; 二 p(t)， 
y; 王 V5) ,并 以 分 割 A* 的 点 序 排列 而 成 [a, 有 的 一 个 分 划 
A:a=to =p (At=t—t1) 
现在 记 A 到 吾 的 折线 长 为 ,小 段 弦 M-AM 长 记 为 Al， 
A* = 二 max|Ali:i 二 1,2,… ,nj. 易 知 
Al =V(zi— Zz) tT (yy) 
=V[p0)— 9 ) PTFEG) He) LE. 
注意 到 9 与 $ 的 可 微 性 ,可 应 用 微分 中 值 公式 将 Al; 转化 成 与 
自 变 量 的 改变 量 An 的 关系 式 : 
Ali=V[p (ET +Iy On)T At, 
ETE (tL), Ati=ti—ti: (i=1,2,.…,n). 
从 而 立即 得 折线 长 为 


= DA DTPTIAFM.  O 


推演 至 此 ,根据 AB 弧 长 的 定义 , 需 实施 上 A' || ->0 的 极限 
过 程 . 由 观察 得 知 , 式 @ 的 右 端 为 类 似 于 定 积分 的 积分 和 式 结 
构 , 而 极限 过 程 需要 上 ‖ A 上 一 0 才 行 . 稍 后 ,我 们 将 证 明 上 A* | 
一 0 与 」 A 一 0 是 等 价 的 . 现在 先 承认 这 一 结论 ,从 而 问题 化 
为 研究 当 A 一 0 时 ,和 式 


/= > EA 


的 极限 . 显然 , 它 还 不 是 隆 数 VLg (zx)] 十 [ (x) 在 [a,B] 上 的 
积分 和 , 需 转 而 考察 
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I= 袜 VIFTSJTTIZCT AL 
因为 我 们 有 中 
WEAGIRETAC D/A 
SYP) YE)), 
所 以 得 到 
< Dy OD ~Y (8) A 
对 于 上 式 右 端 ,由 少 (z) 在 [e,8] 上 的 一 至 连续 性 可 知 ,对 任 给 。 
>0, 存 在 6>0, 当 Al <3 时 ,有 
[WW OR)—Y (EE) <e, 这 2， 
由 此 知 |1 一 Z| <e(p 一 a). 为 说 明 


lim /= lim ,2 /IPE TFI Tht 


NA’ lH—0 


-lin, > MPT FIT ET at. 


沪 消 (WUBWI37) 和 用 塌 秆 潍 


即 有 公式 
ABNAE=[ IPT TTD Tdz. @ 


现在 我 们 来 证 明 , | A* 上 一 0 等 价 于 A 一 0, 并 以 引 理 
方式 给 出 . (符号 与 定理 相同 ) 
引 理 7.5 设 AB 是 自身 不 相交 的 非 闭 曲线 且 由 参数 方程 
r=9(t), y=H(t), aitep 
给 出 ,这 里 假定 Yi) 与 Kt) 有 连续 函数 , 若 AB 的 分 划 A* 与 [a， 


Q@ ”根据 不 等 式 | Va 十 研一 Va 十 咒 | 志 |b1 一 bz1. 其 证 明 在 a 关 0 时 ,可 由 
等 式 
21 十 62 


= ~- 1 —bz 


冰 强 (Uuemsrz) 凋 姓 中 小 
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B] 的 分 划 为 A 相对 应 , 则 A” 【一 0 与 Al 一 0 等 价 . 

证 明 (1) 对 于 任 给 e<0, 由 pg, 在 [a,86] 上 的 一 致 连续 性 
可 知 , 存 在 9>0, 使 得 当 分 划 A 中 的 相 邻 分 点 满足 |t 一 7 过 6 
时 ,有 


[pC )— 9 ) <, $71)— HF) | <e. 
从 而 ,与 此 相对 应 的 AB 的 相 邻 分 点 M',M' 组 成 的 东 长 MM 满 
足 
MM =VIp()— 9 +IM -I )T <V2e. 
这 说 明 当 上 A <6 时 ,A* | <se. 
(2) 设 上 A* 1 一 0, 此 时 若 | All 一 0 不 成 立 , 则 存在 s > 
0, 对 正 数列 16,1:6, 一 0 (no 吕 ) 中 的 每 一 个 ,都 可 找 出 AB 的 
两 个 相 邻 分 审 点 M' ,Mi ,使 得 弦 长 Mi NM < ,但 与 此 相应 的 
[a,8] 分 划 中 的 相 令 分 点 声 , 刀 , 却 有 | 一 | 之 6 (nn 二 1,2， 
注意 到 it1 ,15 是 有 界 数列 , 故 存在 收敛 子 列 ,不 妨 仍 记 为 
Lt", Pt" (n>o00). 
[2 —t"" |=lim| —# |>e, 
这 说 明 t* 头 :*" ,但 车 与 1" ,tz"* 相应 的 AB 上 之 点 记 为 M"， 
M** , 则 根据 n>co 时 ,有 
人 )， 全 )， 
Ya) pt ), 【由 让 ) 一 入 大)， 
或 写成 
MM', MM'* (>co)， 
而 得 到 M* =M”… (由 于 MAMY 一 0,m 一 co). 这 说 明 不 同 的 参数 
1 ,2** 都 对 应 着 同一 点 M' = M… ,与 AD 无 重点 矛盾 , 因此 在 
上 A" | 一 0 时 必 有 | 上 A 一 0. 
引 理 证 毕 . 
注 ” 公 式 @ 是 在 假定 AB 自 身 不 相交 的 非 闭 曲线 的 条 件 下 
证 得 的 . 如 果 人 六 是 闭 曲 线 ( 即 A=B:9(a) 一 p(B) ,ya)=WB))， 
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式 @ 也 成 立 . 实际 上 , 任 取 zE (4,8)， 记 其 AB 上 对 应 点 为 及 ,从 
而 分 解 A 记 为 两 条 非 闭 曲线 弧 段 : AH 与 3B , 且 在 原 有 条 件 下 得 
到 . 


A = /IP OFFIIO TF dt 
MBAK=| IFT FIP OT dt 

从 而 ,认定 AD 弧 长 为 A 诬 与 厄 B 两 弧 长 之 和 , 即 得 

AP 长 ~| VIPUJTIZCOTd=-| /( 至 ) (+ 学 

2. 若 AB 是 由 直角 坐标 方程 
y= f(x), areb 
给 出 ,这 里 假定 f(z) 是 连续 可 微 的 , 则 易 知 弧 长 公式 化 为 
ABAK=| VITIF (TF d=| vidz  @ 


3. 车 AB 是 由 极 坐 标 方程 

r=7(0), a&0<p 

给 出 (这 里 假定 (9) 是 连续 可 微 的 ) , 则 可 转化 为 参数 方程 x 二 
r(g9)cosb,y 一 r(b)sing 后 ,经 计算 得 公式 为 

ABME=| V7 WT FLA 0. 四 

例 1 求 加 xz? 十 y ==2 被 曲线 y=|z| 所 截 部 分 AB 之 弧 长 . 

解 ” 易 知 两 曲线 之 交点 为 A( 一 1,1), B(1,1) 且 AB 可 由 方 
程 y=V3 一 表示 . 根据 弧 长 公式 ,可 知 


ABM 长 =| VITS raz=| [a dz 
orcsin Z| 一 开 
-Viarsn 三 | 万 
例 2 求 外 摆 线 ( 圆 外 旋 轮 线 ) 


冰 划 (gueuuara) 吉 震中 入 
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工 一 (aa 十)cost 一 pcos 全 ， 
y= (at6)sint— bsin 2 名 
在 [0,t] 上 的 弧 长 s. 
解 ” 易 知 
E 芝 = 一 (at+b) (sintsin 哇 各 )， 
定 P=(a+6) (cost—eoss 3). 
四 
| 根据 弧 长 公式 ,得 
神 = 一 /人 ( 胖 ) dt = | 2atb)sin Bd 
分 ( 守 ) 


4b(a++6b) 


a 


(1 一 cos po). 


ee :) “一 


例 3 求 心脏 线 = 一 a(1 十 
cos9) 的 周 长 s. 
解 记 35 为 向 径 角 2 位 于 0 
与 x 之 间 曲 线 弧 长 (图 7-26), 因 为 
r (90)=—~—asin0, 
所 以 有 


5 一 25， 


= 中 waz(IT 十 cos0)5 十 azsin26db 
=2a| VE 二 25508540 
=4a|- cos 40 一 8a ， 
注 ”对 于 方程 
T=9(t), y=W(t), z=6b(t), aStEp 
给 出 的 三 维 空间 曲线 弧 段 ,在 g(t) .g(t) 与 z(t) 具 有 连续 导 消 
34 _” 数 的 情形 下 ,也 可 得 出 弧 长 公式 


图 7-26 
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:一 | VPP FTOT FOO Td 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 
1. 曲线 ?一夫 在 [0,4] 上 的 红 长 为 芳 (10ViD 一 1 


2 曲线 <= 半 一 节 ? 在 1 入 y<<e 上 的 弧 长 为 邯 (十 1 
3， 曲线 -ob 在 0 过 bg 过 2x 上 的 弧 长 为 
a {x VITAR 二 二 mn(2r+VIT3R) 上 


4 曲线 z=a(1 一 sint),y= 一 a(1 一 cost) 上 一 点 P(z(io)， 
y(t0)) (0 过 to 过") 到 顶点 A(xa,24) 的 弧 长 记 为 4, 则 /= 
4asinbg, 其 中 0 是 该 曲线 在 P 点 之 切线 与 x 轴 的 夹 角 . 


5. 曲线 = asin; 他 的 全 长 为 这 ra, 而 在 分 段 | ,于 |]， 


冰 绰 (Hueuar ) 半 山中 小 


| 到 ,= ] ,| =, 么 | 上 的 纪 长 形成 等 差 数列 ， 


8.4 旋转 体 的 侧面 积 


原则 上 说 ,一 个 曲面 的 面积 我 们 还 没有 在 数学 上 给 予 明确 
定义 (将 在 本 书 第 三 册 中 介绍 ) ,但 对 于 旋转 体 的 侧面 积 这 一 特 
殊 情 形 , 则 可 以 通过 曲线 的 
弧 长 来 认识 . 即将 该 旋转 体 
侧面 视 为 曲线 绕 一 直线 ( 轴 ) 
旋转 形成 的 一 一 旋转 曲面 ， 

设 曲线 段 人 由 定义 在 
[a,6] 上 的 非 负 函数 y= 
F(z) 表 示 , 它 绕 z 轴 形 成 的 
旋转 曲面 如 图 7-27 所 示 . 作 
该 曲线 的 弦 AM , MiM;， 
…,M,.1B, 即 相应 于 [a,6] 图 7-27 
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的 一 个 分 划 


Al:a 一 To< Zi<…<2Zoic<To 一 D. 
记 世 一 太 r) (1 二 1,2,…,n), 其 分 段 缠 长 各 记 为 Ar ,Al ，…， 
Al,. 易 知 在 绕 = 轴 旋 转 过 程 中 , 强 Mi-1Mi(i 二 1,2,…,n) 形 成 
一 个 圆 台 的 侧面 ,其 面积 AS, 为 
AS 一 r(y- 十)AL (i=1,2,." ,n). 

我 们 假定 六 z) 具 有 连续 的 导 函 数 , 则 由 前 已 推导 过 的 公式 可 
知 

Al=VITIF (SE)P Ar ,ze CES (i=1,2,",n). 
从 而 得 

ASi—=x(yi ty VIT[F (G) TF Ax (i=1,2,.…,n). 
从 而 各 圆 台 侧面 面积 之 总 和 为 


S, — D) AS,=xr >) (y+y VITIF (E)T Az, 


闻 漠 ( Umemary) 半 ”节目 各 


一 不 > [f(z i) +f lr) IVIit[f (8)] Az.. 
不 难 证 明 极 限 
5= lin s.= lim [> f(zei) + f(x) |y 1+[ (€)1 Ax: 


AI—0 
= lim ur 27(6) IFIF CE TF Az, 
存在 , 它 是 2r f(z)VITTFTE) 玉 在 [2,5] 上 的 定 积分 . 因此, 我们 
认定 它 是 [a ,85] 上 曲线 y= f(x) 绕 工 轴 的 旋转 曲面 的 面积 S; 
s=27| f(rIVITTF IT dx. 四 
注意 , 若 在 [a,5] 上 y= 二 f(x) 志 0, 则 公式 四 应 为 
S=2r| |f(z)IVITIF Cz)T dz 
例 1 设 ca>>0, 求 贺 x 十 (y 一 c)? 二 a? 绕 工 轴 旋 转 的 旋 
86 转 曲 面 面 积 S. 


Va 一 x 与 y=c 一 Va 一 x 的 旋转 曲面 面积 即 可 ,因为 


dy__ Fz _ / ( 伴 ) -aa 
dz /a — x ” dz a 
所 以 我 们 有 
号 =2ra [ EF dz +| Eu 
on "te es te ve re VET He Va Tr nae 
路 Ma? zx 
例 2 求 旋 轮 线 


X=a(t— sint), y=a(l—~—cost), O01<2x. 
在 [至 ， 站 | 上 的 曲线 段 绕 直线 y= a 旋转 的 旋转 曲面 面积 . 


解 ” 直 线 y=a 平行 于 x 轴 , 因 此 只 需 将 = 轴 平 移 至 > 一 < 
处 ,或 原 曲 线 y= 二 f(x) 向 下 平移 y==a 的 距离 , 即 可 应 用 原 有 的 


求 面积 公式 . 即 
S=2r), [3(0) alVIz OP TIY OP de. 


因为 /Lz(DJTTy CDT 一 2sin( 圭 ) ze| 至, 到 | ,所 以 有 


一 一 4ro| :cos ， Sin 六 dt 
t 。 
作 变 量 替换 cos( 亏 ) 一 =, 则 得 


lL 2 
S=—8ra|™ (322 一 1)dz 一 16V2ra 
- 广 3 


8. 5 _ 定 积分 应 用 的 朴素 定式 一 一 点 位 微分 的 积累 
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解 易 知 此 旋转 曲面 为 圆 环 面 , 故 分 别 计算 一 十 


(一 ) 点 位 弧 长 微分 的 设想 


为 了 获得 曲线 弧 长 .旋转 曲面 面积 等 各 种 计算 公式 ,前面 采 


说 [ 呈 性 


学 注 ( UUBW31 而 


也 沿 (Uueuara) 尖 二 革 洲 ， 
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用 了 分 划 、 求 和 以 及 取 极 限 等 复杂 手段 . 在 这 些 严谨 的 逻辑 推演 
基础 上 ,现在 我 们 就 可 以 将 这 一 漫长 过 程 加 以 提 练 ,抽象 成 一 种 
朴素 的 定式 设计 ,由 此 而 得 到 简明 的 统一 公式 , 且 还 可 将 这 种 设 
定 推广 到 其 他 定 积 分 的 应 用 领域 . 
计算 曲线 弧 长 ,最 村 素 的 想法 是 采用 弧 长 * 作 变 量 ,因为 遵 
照 定 积分 是 微分 的 积累 这 一 思想 ,那么 曲线 弧 段 总 长 so 就 可 写 
成 
5 -| ds. @ 


在 这 里 ,我 们 把 ds 设想 成 位 于 s 处 的 ET 
“点 弧 长 ”: 是 s 到 s 十 As 的 弧 段 在 As->0 
时 的 极限 状态 的 “极限 量 "( 图 7-28) , 称 
为 “点 位 台 长 微分 "(也 就 是 说 在 点 :处 
有 弧 长 ds 关 0 的 极限 弧 段 ,这 正 是 Leib- 0 
niz 的 最 初 的 感性 认识 ). 这 避免 了 元 长 图 7-28 
的 推理 ,而 且 对 求解 应 用 课题 带 来 很 多 
方便 ,前 文 已 有 各 种 ds 的 表达 式 : 
ds=V[z GF +[Ey GFd, ds=Vr (+[r (0 J do. 
所 以 将 这 些 表 达 式 代入 式 @ 并 更 换 积分 上 上、 下限, 就 又 回 到 前 面 
讲 过 的 计算 弧 长 的 公式 了 . 
让 我 们 再 来 看 旋转 曲面 面积 公式 . 设 总 长 为 % 的 曲线 段 绕 
一 直线 /旋转 而 成 旋转 曲面 . 如 果 曲 线 上 的 点 * 处 与 1 的 距离 记 
为 R(s) ,那么 点 位 弧 长 绕 ! 旋转 可 得 面积 2xR(s)ds, 再 遵照 微 
分 积累 成 积分 的 思想 , 易 知 总 曲面 面积 为 
2x|* R(s)ds. 四 
这 是 一 个 采用 骤 长 为 变量 时 得 到 的 公式 . 当 曲线 以 y= 
rz),a<z 和 0 表达, 且 绕 zx 轴 旋 转 时 ,由 于 曲线 上 点 = (x， 
zxz)) 处 与 轴 之 距离 为 F(z) , 故 式 加 化 为 上 一 节 之 式 吕 . 
当 旋 转 曲 线 由 参数 方程 
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X=Zz(t), y=y(t) 之 0, a&t<p 
给 出 时 , 易 知 其 绕 z 轴 旋 转 的 旋转 曲面 面积 为 


?zx| (DVIETOTTUDCO de 


当 旋转 曲线 由 极 坐 标 方程 表示 为 
r=r(0) 之 0, 0<0 SOS Er 


时 ,由 于 曲线 上 点 s 二 (90,r(9)) 处 与 x 轴 之 距离 为 r(9)sin9, 故 
式 @ 化 为 


2x | r(0)sing V7 FE7 CO Td0. 


例 1 求 曲线 段 y= 计 z* (0<z<< 关 ) 绕 直线 3y 一 V2zx 一 0 


旋转 的 旋转 曲面 面积 . 
解 ” 因 为 在 这 里 的 曲线 与 直线 皆 在 直角 坐标 系 中 ,所 以 公 
式 @ 可 化 为 


3 一 2r ，RCz)VITI7 (z)】 dz. 
其 中 ,R(z) 表 示 曲 线 上 点 ? 
(z,f(z)) = (z, 计 x*) 到 直 


线 3y 一 V2z=0 的 距离 (图 
7-29 ) : 


| 一 好 zz| 
R(xz) iT 
一 ， 0 过 Xz 声 妈 . 
从 而 知 旋 转 曲 面 面 积 为 


好 后  ， 
-| V2zwV1 十 z4 dz 和 | zi V 1 十 zt dz 


-3 V+) T+). 


阔 漠 (Uemuard ) 六 本 中 入 
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(二 ) 点 位 面积 微分 
类 似 于 点 位 弧 长 微分 的 设计 ,对 于 平面 区 域 的 面积 ,也 可 引 
发 点 位 面积 微分 的 设计 :在 点 (x,y) 和 (r,9) 处 的 点 位 面积 微分 
各 为 dz 一 dzdy( 直 角 坐 标 系 );do 一 rdrdb( 极 坐标 系 ). 


8. 6 定 积分 在 力学 中 的 初步 应 用 


下 面 ,我 们 将 再 次 运用 "积分 是 微分 的 积累 "这 一 朴素 的 思 
想来 简化 某 些 力学 量 的 定式 . 

(一 ) 静 力矩 ,质心 

设 在 具有 直角 坐标 系 的 平面 上 有 一 个 质量 为 m 的 质点 
P (ze ,yo ) ,我 们 称 


冰 浇 (UEemor) 寺 如 中 入 


MXo ,mm Yo 
各 为 质点 P 对 y 轴 以 及 对 xz 轴 的 静 力 矩 F,,F,. 
者 平面 上 有 一 组 (2 个 ) 质 点 
Pi(xi,y1), Palxz yz) ,P(ra ,Yn) 
组 成 的 质点 系统 ,其 上 之 质量 各 为 ma ,mi ，… ,mr, 则 此 质点 系 
的 总 质量 mr, 力 短 F, 与 各 为 


n 二 n 
m= > mi, F,= > ai， F,= > ai 
一 上 3 一 i=l 


根据 力学 的 理论 ,该 质点 系 有 一 个 质量 中 心 点 ,简称 为 质心 ,其 
坐标 记 为 (zx.,ye) , 它 是 


(这 可 从 质量 相同 的 两 个 质点 的 情形 来 理解 ) 
从 上 述 公式 可 以 看 出 ,引进 质量 中 心 的 这 一 概念 ,就 可 使 质 
点 系 的 总 静 力 和 矩 简化 为 总 质量 集中 质心 点 所 形成 的 静 力 盾 ， 
本 节 将 从 这 一 力学 考察 来 探求 物体 (平面 或 立体 ) 的 质心 问 
90 题 . 
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例 1( 质 量 曲线 的 质心 ) 设 有 长 为 so 的 平面 曲线 弧 段 AB. 
若 采 用 弧 长 作 变 量 ,并 假定 在 点 * 处 其 线 密度 为 p(s), 则 在 该 处 
的 点 位 弧 长 di 的 质量 的 p(s)ds. 从 而 AB 的 总 质量 为 


m=| p(s)ds. 
0 


现在 考察 AB 对 直线 ! 的 力矩 . 如 果 AB 上 点 ;处 到 1 之 距离 为 
R(s) ,那么 该 质点 弧 长 ds 对 1/ 的 力 什 为 p(s)R(s)ds. 从 而 其 总 
力矩 为 


F -| p(s)R(s) ds. 


假定 AB 在 直角 坐标 系 中 以 y= f(z) 关 0 (a 近 xz< 有 给 出 ,点 := 
(zx,f(z)) 处 的 线 密度 为 xz 的 函数 p(z) , 则 其 质量 公式 化 为 


m=| o(z) 1 十 LA (zx) J dz 


此 时 ,4 上 点 *=(z,F(z)) 处 与 z 轴 以 及 y 轴 之 距离 各 为 y= 
F(z) 以 及 ,从 而 其 力矩 各 为 


F.=| 7(z)p(z)VITIPCGJT di 
F,=| zo(z)VITIFCGJTdz 
这 样 , 易 知人 B 的 质心 坐标 为 
| zp(z)VIT] F(z) J dz 
[oa VITIF OF dz 


| re)elz)ViTIFCGJFdz 
eeoviFIFGIFdaz 
例 2( 质 量 平面 块 的 质心 ) 考察 在 平面 直角 坐标 系 中 由 y 
二 f(z),y 一 用 (zx)(fi(z) 之 fi(z)) 以 及 z=a,z 一 65 围 成 的 质 
量 分 布 均匀 的 平面 区 域 的 质心 问题 . 首先 ,由 于 质量 是 均匀 
分 布 的 ,所 以 其 面 密度 po 一 Am (常数 ), 故 吾 的 质量 为 9 


总 齐 (Uuguard) 大 一 几 叶 游 
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m=p| [fa(z)—fi(z)]dz 
其 次 ,考察 末 内 点 (z,y) 处 的 点 位 面积 (微分 量 )dzdy, 其 
质量 为 mdzdy. 由 于 点 (zx,y) 到 z 轴 以 及 y 轴 的 距离 各 为 y 以 
及 z ,故此 点 位 面积 对 zx 轴 以 及 y 轴 的 力矩 各 为 yoodzdy 以 及 
zpodzdy. 从 而 吾 的 总 力矩 各 为 (在 两 个 方向 上 作 积分 】 
8 | Ffalz) ph 
忆 =| (人 yayjmdz= 生 | [f(a)— f(z)]lde, 


f(z) 


F, = {ay)ezar=p | z[fa(z)— f(z) Jdr 


f(x) 
(二 ) 转动 惯量 
大 家 知道 ,一 物体 作 直 线 运 动 时 ,质量 是 描述 其 惯性 大 小 的 
量 . 对 于 作 旋 转运 动 的 物体 来 说 ,描述 其 惯性 大 小 的 量 称 作 转动 
惯量 (惯性 矩 ). 
先 看 一 质点 m 绕 一 轴 作 旋 转 ( 圆 ) 运 动 ,假定 它 与 该 轴 的 距 


离 为 +, 其 切线 速度 为 w, 则 其 动能 为 却 mwz. 记 其 旋转 角速度 为 


冰 漠 (WUueuarH)R 好 起 小 


一早 ,如 图 7-30 所 示 , 则 


由 此 可 知 量 mr: 刻画 出 质点 m 转动 时 的 惯性 大 小 , 即 转动 惯 
量 , 易 知 ,对 质点 组 fmm ,mmz ,… ,ma | 以 角速度 % 绕 直线 4 作 ( 圆 ) 
9 ”旋转 的 转动 惯量 为 
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= mw? (rn 为 ml 到 /之 距离 ). 


例 3( 质 量 曲线 段 的 惯性 矩 ) 考察 弧 长 为 s, 的 曲线 弧 段 
AB 绕 一 直线 1 的 转动 惯量 . 以 弧 长 * 为 变量 ,并 假定 AD 上 点 ， 
处 的 线 密度 为 p(s) ,点 * 到 ! 之 距离 为 R(s), 则 位 于 s 处 的 点 位 
弧 长 ds 绕 i 的 转动 惯量 为 Rz(s)p(s)ds. 从 而 得 4B 绕 ! 的 转动 
惯量 I 为 


n= p(s)R’ (s)ds. 


易 知 当 A 访 由 平面 直角 坐标 系 中 y= f(z)，a 志 +b 表达 
时 , 则 其 绕 工 轴 以 及 y 轴 的 转动 惯量 各 为 


1 天 (z)o(z)VITIFCGJTdz， 


L=| zolz) ITIF (TF dz. 


例 4( 质 量 平面 块 的 惯性 矩 ) 考察 面 密度 p 二 1, 半径 为 a 
的 圆 盘 绕 过 圆心 的 垂直 线 的 转动 惯量 1. 易 知 此 时 贺 静 中 任 一 
点 上 的 点 位 面积 微分 采用 极 坐标 表示 是 方便 的 ,即位 于 点 (0， 
r(9)) 处 的 点 位 的 质量 为 1 . de 二 rdrd6. 从 而 其 绕 轴 的 转动 惯量 
为 .rdrd0=rdrd9, 再 积分 (双向 ) 得 


n=|- (jaejrar= 琵 - 
例 5 考察 半径 为 a, 质 
量 为 M 的 均匀 圆 盘 绕 直径 / 
旋转 的 转动 惯量 L. 
解 ”如 图 7-31 所 示 , 点 
位 面积 的 大 小 用 微分 表示 为 
rdrd0, 注 意 到 均匀 面 密度 为 


wm 一世 5, 点 (br(0)) 到 直线 i 
/之 距离 为 rsing, 可 知 该 点 


冰晶 (Queurari ) 关 ”二 起 店 
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位 微分 绕 i 这 
(rsin0)2 。 na M ,qrdg— 让 rsin’: 0drd0. 


从 而 ,整个 圆 盘 绕 入 转动 避 量 为 
也 一 | (| dr| sin? 0d0=-fa’ , 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 设 质 量 分 布 均匀 的 曲线 段 AB 由 直角 坐标 中 的 参数 方程 
X=7X(t), y=y(t)0, otep 
给 出 , 试 求 AB 的 质心 坐标 (zx,y.)， 
2. 设 质 量 分 布 均匀 的 曲线 段 AB 由 直角 坐标 系 方程 
y= f(x), arb 
给 出 , 试 求 AB 相 对 于 直线 1 ;ymz 十 6 的 静 力 矩 ， 
3. 求 下 列 质量 均匀 分 布 的 曲线 段 (对 z 轴 ,y 轴 ) 的 静 力 


沙 消 (WUBUI9RI) 半 ”如 叶 注 


和 失 ; 

(1) 王 十 郑 =1 (z,y>0);(2) r= 2acosb (0< 4 了)， 

4. 求 线 密度 p=1 的 曲线 段 的 质心 . 

(1) z=Reosb,y=Rsing (10| < ):(2) z= 妆 -下 (1< 
y2), 

5. 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 车 质量 均匀 分 布 的 曲线 段 对 称 于 y 轴 , 则 其 质心 位 于 
y 轴 上 |; 

(2) 质量 均匀 分 布 的 曲线 段 对 于 过 其 质心 的 直线 的 惯性 矩 
是 0; 


(3) 线 密度 p 一 1 且 长 为 s 的 直线 段 4B 相对 于 直线 1(4 与 
AB 不 相交 ) 的 惯性 逢 为 二 1(a? 十 ab 十 好). 其 中 a 是 点 A 到 /之 


距离 ,9 是 点 日 到 /! 之 距离 . 
94 6. 求 下 列 平面 区 域 (质量 均匀 分 布 ) 的 质心 : 
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(1) ?一 az y 一 0, 工 一 az 一 四 (2) z=a(t— sint), y= 
a(l—cost) (0 委 ! 委 2r);y 一 0. 
7. 求 下 列 平面 区 域 ( 质 量 均匀 分 布 ) 的 惯性 矩 I , 了: 


(1) y=cosz (|z|<) ,y=03(2) y= x! ,y= VI, 


8. 设 密度 为 1 的 平面 曲线 段 在 直角 坐标 系 中 由 参数 方程 
T=Zz(t), y=y(t), a&tep 
给 出 , 试 求 其 绕 z 轴 以 及 y 轴 旋 转 的 转动 惯量 . 
9. 设 质 量 为 M 的 均匀 分 布 的 平面 曲线 段 由 极 坐 标 方程 
r=f/(0), a<0Ep 
给 出 , 试 求 其 绕 极 轴 旋 转 的 转动 惯量 . 
(三 ) 其 他 应 用 举例 
例 6( 考 虑 空气 阻力 的 自由 落体 运动 ) 
考察 一 自由 下 落 质 量 为 m 的 物体 ,在 1 二 0 时 其 离 地 面 的 高 
度 为 % ,初速 vw ==0, 且 记 其 在 1 秒 末 时 下 落 距离 为 s(t). 按 物理 
学 中 的 假设 ,下 落 时 空气 阻力 与 下 落 速 度 v(i) 成 正比 ( 记 比 例 
常数 为 a 二 0), 故 按 牛 顿 定律 可 得 


dv 
m=mg—av, 


dt 
也 可 写 为 dv= (gs 一空 )d, 或 


一 1 = /2 
d= Ed k= mg * 
在 上 式 两 端 作 积 分 , 易 知 
[yf dv(1) 1 _p2 
=| =| BAR) gaeln|1 k:v(i)|. 
从 而 解 出 vw(7) 为 
(一声 (1 一 ee 
这 一 公式 指出 :由 于 有 空气 阻力 , 故 下 落 物 体 的 速度 不 可 能 
无 限制 增加 , 且 其 极限 速度 为 


冰 对 (guemaerd) 关 者 叶 溃 


小 消 (U0B00914) 了 二 坦 叶 流 
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; 1l_mg 
v= 一人， 


它 依赖 于 质量 m 和 a( 与 落体 形状 .空气 密度 有 关 ). 

例 7( 宇 宙 速 度 ) 我 们 要 把 一 质量 为 m 的 火箭 从 地 面 垂直 
发 射 升 空 至 高 度 h 处 ,必须 克服 地 球 引力 作 功 . 设置 y 轴 , 以 地 
球 中 心 为 原点 , 升 空 方向 为 正 向 ,因为 火箭 位 于 离 地 面 高 y 处 
所 受到 的 引力 与 y》 有关 ,因此 这 是 一 个 变 力作 功 问题 

设 地 球 质量 为 M, 则 按 物理 定律 ,质点 m 位 于 高 度 y 处 所 
受 引 力 为 

书 一 G2 ， 
> 


其 中 G 一 是 引力 常数 ,R 是 地 球 半径 , 从 而 考察 直线 段 [0， 
h] 内 任 一 点 y 处 ,质量 为 mm 的 火箭 向 上 移动 dy 距离 应 作 的 功 


为 C dy 因此 , 欲 将 火箭 从 地 面 ( 离 地 心 距 离 为 R) 升 空 至 及 
处 需 作 功 为 
Rt+h MM 2 1 1 
由 此 可 知 ,为 使 火箭 高 地 球 而 去 ,就 是 令 h 一 十 oo, 这样 就 
需 作 功 


limW, =mgR. 
假定 火箭 上 升 时 初速 为 w ,其 可 以 作 功 的 能 量 为 于 mm 吧 , 由 公式 


Fm =mgR, 
解 出 (g==9. 81mvs: ,R=6371km)w 二 11. 2km/s. 这 是 使 火箭 飞 


离 地 球 (克服 地 球 引 力 ) 所 必需 的 最 小 初速 (第 二 宇宙 速度 ). 


3 9 定 积分 的 近似 计算 


大 家 知道 , 定 积 分 的 值 主要 是 通过 Newton-Leibniz 公式 来 
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计算 的 ,但 必须 求 出 原 函 数 , 然而 可 积 函数 不 一 定 有 原 函 数 . 即 
使 是 连续 函数 , 它 的 原 函 数 虽然 存在 ,但 也 不 一 定 可 用 初等 函数 
来 表示 . 因此 ,人 们 就 转 而 求 其 近似 值 . 这 在 误差 可 控制 的 情况 
下 ,有 着 重要 的 应 用 价值 .更 何况 ,在 许多 工程 技术 以 及 科学 实 
验 中 ,理论 上 的 数量 关系 往往 是 从 离散 的 数据 中 近似 地 或 经 过 
抽象 而 获得 的 . 在 计算 机 飞速 发 展 的 今天 , 定 积分 的 近似 计算 已 
不 是 难事 了 . 这 里 , 仅 介 绍 最 简单 和 初等 的 几 种 离散 化 估 值 法 . 


9.1 从 积分 和 式 求 近 似 值 


(一 ) 矩形 公式 
定 积分 是 作为 积分 和 的 极限 来 确定 的 ,从 而 我 们 首先 想到 
的 是 ,用 特定 的 积分 和 式 来 近似 估计 定 积分 值 . 
设 fER([a, 驯 ), 作 [a,5] 的 等 分 划 
en 
b—a 
n 


取 &€E [zi ,Ti] (i=1 ,2 ,7) ,可 得 
[fwd DE) DAs). 0 


我 们 称 公式 为 关于 定 积 分 近似 计算 的 矩形 公式 ,这 可 从 积分 
和 的 几何 意义 中 得 到 解释 . 
根据 在 每 个 区 疗 [z-i,z] 中 的 和 取 法 不 同 ,矩形 公式 可 以 


站 漠 (Uuguard) 半 ”地 起 复 


Ti 二 a 十 ih,h=Axi 一 (n=1,2,.…,n). 


有 不 同 算法 : : 
(1) 取 和 zi(G 一 12， 本, 式 @ 化 为 
| fad fr). @ 
(2) 取 扣 -二 (一 12 起 四 化 为 
f f(a 3 0). © 


(3) 取 印 = 二 (i 二 1,2,…,7), 式 化 为 97 
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[ f(z)dr~ /于 2 ). 四 


公式 @ 、@ 以 及 @ 也 可 各 称 为 左 \ 右 以 及 中 值 矩 形 公式 . 
关于 矩形 公式 在 近似 计算 中 的 精度 ,我 们 有 下 述 误差 估计 : 
定理 7.21 当 f(z) 在 [4,5] 上 连续 可 微 时 (以 左 值 矩形 公 

式 为 例 ) ,可 得 

wa Dm © 
其 中 MM 二 sup{| 了 (zx)|:zE[a,6b]|. 
证 明 我 人 有 之 一 z= (i=1,2,…,n), 则 


池 消 (WUBwWen) 同 霄 叶 小 


© 式 左 喘 | pi f(z)da| 
< 2) -f(a dr 
.=D f(z) dz 


<M, > 六 (并 一 Zi)dz 
iw=l 大 一 


-Me Cay 


由 此 立即 得 出 式 @). 

(二 ) 梯形 公式 

矩形 公式 的 实质 ,是 把 每 个 区 间 [zxii ,zx;] 上 的 曲线 弧 段 
f(x) 用 平行 于 zz 轴 的 直线 段 代 蔡 (图 7-32) ,并 以 其 矩形 面积 代 
天 该 弧 段 的 下 方 图 形 面积 . 可 想 而 知 ,在 曲线 不 很 平坦 时 ,这 种 
近似 代替 并 不 理想 . 改进 的 方法 之 一 是 以 连结 点 (zi-i， 
(zi!1)) 与 (zi ,f(zi)) 的 折线 来 代替 弧 段 f(z)( 图 7-33). 此 
时 , 弧 段 f(x) 在 每 个 [x;-; ,zi] 上 的 下 方 图 形 面积 则 以 Az, 与 该 

98 _ 折线 为 腰 的 梯形 面积 近似 代 蔡 , 故 可 称 为 梯形 法 . 


a es 
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-i= bX 
图 7-32 


设 fE R([a,65]), 作 [a,6] 的 等 分 划 
a 一 Zo<Zi<…<Zz 一 5 

2 一 a 
ni 


Ti 二 a 十 th，h 二 Ax; 一 (i=1,2,.…,n). 


记 Ai=(z,f(7)) (i=1,2,0,n—1), A=(x0, f(z6)),B= 
(Zz, ,了 f(z,)), 则 在 每 个 [x;-1 ,z;] 上 的 弦 是 A;-1 ,A;, 其 小 梯形 面 
积 为 
zi de (i=1,2,.…,n) ， 
而 其 面积 的 总 和 作为 定 积分 的 近似 值 可 得 公式 
， i1) 十 i 
| /Wr ; LAC 


= BD) (7(z-) 十 Fr)) 
= (Ka) te) + 
+f(z.1)). © 
我 们 称 此 为 定 积 分 近似 计算 的 梯形 公式 . 易 知 公式 @ 的 右 端 是 
左右 值 矩 形 公式 的 算术 平均 


关于 梯形 近似 公式 , 当 f(x) 在 [a,56] 上 二 次 连续 可 微 时 ,其 
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闻 哮 (E0698) 夺 雪 叶 识 
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误差 不 超过 


8 一 a 18 一 a\ ， 
12 ( 这 M:, Mz=max{|f (zx)|:azrebl}. 


(三 ) Simpson 了 (抛物 线 ) 公 式 

现在 介绍 第 三 种 定 积分 近似 计算 公式 , 它 与 前 两 种 公式 的 
设计 思想 不 同 之 处 有 二 : 

(1) 不 是 以 址 (平行 于 工 轴 的 线段 或 连结 折线 ) 近 似 代 弧 段 
f(z) 的 曲 , 而 是 以 曲 一 抛物 线 弧 一 近似 代替 弧 段 f(x) 的 曲 . 

(2) 确定 抛物 线 弧 的 三 个 点 用 子 区 间 端 点 及 其 中 点 ,或 是 在 
两 个 相 邻 区 间 [ x; ,Xi 和 [x ,Ti+1] 上 一 并 考察 . 

当 曲 边 梯 形 的 曲 边 为 抛物 线 时 ,我们 特别 称 之 为 抛物 线 梯 
形 .为 此 , 先 引 入 一 个 有 关 抛 物 线 梯形 面积 的 表达 公式 . 

引 理 7.6 设 抛 物 线 由 方程 

y=f(x)=Azx’:+Bzx+C 

给 出 , 则 它 在 [zo ,zs] 上 的 下 方 图 形 面积 为 


S= 吉 (yot+4y 十 ys)， 一 (于 ). 


沪 消 (UU8WI3) 准 协 中 潍 


其 中 
w= f(z0), =f (FE), f(r). 
证 明 不 妨 假 定 z 一 一 A,z: 一 六, 且 抛物 线 梯形 如 图 7-34 
所 示 . 此 时 , 易 知 该 抛物 线 梯形 面积 为 
8 一 | (hz 十 Bz 十 CDJdz= 生 (241 十 6C)， 
另 一 方面 ,抛物 线 方程 中 的 系数 A,B,C 与 yo,y ,yz 又 有 


下 述 关系 : 
»%=AR—Bh+C (z=—h), y=C (r=0), 
y=Ah+Bh+C (z=h). 

解 之 可 得 yo 十 4yi 十 yz 一 2Ah? 十 6C. 因此 ,我 们 有 


100 中 辛普森 (1710~1761) ,英国 数学 家 ， 
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y=Ax?+Bx+C 


图 7-34 7-35 


沙漠 (UUEWI914) 岂 ”二 叶 以 


S=%(% 十 4 和 十 3 ) 


现在 回来 探求 抛物 线 近 似 公式 设计 . 设 f/fE R([a,6]) ,为 方 

便 起 见 , 对 [a,5j 作 n==2m 等 分 划 
A:a =ZXo<ri rTen1 <r2n =—=b, 

b—a 
2m 
记 王 f(zi),Mi 二 (zi yi) (i 一 0,1,2,…,2m), 在 区 间 [zxz， 
T2(i+1) ] 上 ,考虑 以 过 三 点 M2; , Mzit1 , Mit? 的 抛物 线 代替 曲线 弧 
段 fA(x), 并 以 该 抛物 线 梯 形 面积 近似 代替 f(x) 的 曲 边 梯形 面积 
(图 7-35), 则 由 引 理 7.6 可 得 


| APGz)dz 条 (m+4y ty), 


Ti 三 a 十 ih， h=Azx;= (i=1,2,.,n)., 


| fC) dry ty ty), 
2 


| 出 f(z) dr (yam 二 4yzm-1 十 zm ). 
将 上 列 近 似 式 左 、 右 端 分 别 相 加 , 易 知 
| f(x)dzr ~ (ye 十 4y 十 2y 十 4 六 十 十 2yzw 101 


总 淖 (Ugeuaord) 关 项 起 洲 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


十 4yzm-1 十 yan )， 
或 二 为 


~ ty +4 > > zi~!1 十 2 3 Vai ) 


rn > f(x) 


十 2 2 zs 外 0@) 


我 们 称 此 式 为 定 积分 近似 计算 的 Simpson 公式 或 抛物 线 公 式 . 
在 作 fa,8j] 的 等 分 划 时 , 如 果 n 不 以 2m 计时 ,那么 在 每 个 


子 区 间 [z-,,z] 上 作 抛 物 线 近似 时 ,可 用 中 点 于 (zi-; 十 过) 代 
蔡 第 三 个 点 - 此 时 ， 公式 化 为 
~ f+ 7 于 全 于) 


十 2 5 f(z)) 
此 外 ,只 要 将 上 式 右 端 写成 
2 5 ii 十 志 i 
.所 > (于) 


十 卫 ， 志和 | /oO)T2 之 f(z)]， 


立即 可 知 ,Simpson 近似 公式 是 中 值 矩形 公式 与 梯形 公式 的 线 
性 组 合 . 

关于 Simpson 公式 的 误差 , 则 可 从 下 述 公 式 中 获得 : 若 
f(x) 在 [a,6] 上 四 次 连续 可 微 , 则 存在 SE [a,5], 使 得 


Pf f(z)dzr -入 /O770)+42 fC 1) +25 (ae) ) 


= ) 1 OL. 
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证 明 咯 . 
、 Nj 加 1 dz 
例 1 近似 计算 1=| 了 


解 记 /(z) 一 二 , 则 


F(z)=2 3 0), F(z)| IF(0)|=2, 


(1+2)s ， 
MO FO a) ISIY (0) 1=24. 
取 n=4,2 一 4 一 地. 等 分 点 为 0< 计 < 了 < 子 <1. 
让 信 反 形 人 坟 计 算 ,可 得 
人 7) 
一 二 (中 十 入 十 由 二 1 和)~0- 787 ,误差 <T5X16<<0. 0053. 


按 梯形 公式 计算 ,可 得 
I~ 了 (人 +7( 了 +f( 吝 )+f( 主 )) 
= 二 ( 主 (1+ 译 ) + 各 + 所 + 部)~0. 783. 


误差 < 十 二 : 2 一 0. 0105. 


按 Simpson 公式 计算 ,可 得 
I~ 训 (7O)+AD+27 (3)+4(A(4) +t/(4))) 


= 二 (1+ 去 +2 . +4( 区 + 部 ))~0. 78540. 


Na) 一 4 
误差 < X24<5.3X10 


例 2 近似 计算 1= | ， VTerdz. 


池 弄 (U08WU30) 闪 被 叶 潍 


解 ” 注 意 到 被 积 函数 的 导数 在 (0,1) 上 是 无 界 的 , 故 先 转换 _103 


冰 江 (GueuaTa) 关 其中 洲 
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积分 : 令 :一 Vz , 则 


1 2 2 2 
I=2| fe dt=te 
o 


1 


1 2 1 2 
-| e’ d=e—| e' dt, 
0 0 


J =[ er di 
0 


0 


从 而 问题 化 为 求 


= 了 有 目 取 e= 


入 


的 近似 值 . 采用 Simpson 
2.7183( 误 差 不 超 过 2X107) ,我 们 有 
J 8[1 十 2 71828 十 4(1. 02817 十 1.28403 十 2. 00260) 
十 2(1. 11752 十 1.55962)] 一 1.46288. 
易 知 12 委 (e 六 和 76e，iE [0,1] ,可 得 


公 3 . 
公式 误差 80 sr <0.89xX10- 


再 计 及 关于 e 的 估 值 误差 ,以 及 计算 误差 (不 超过 0. 5X 
10” ) ,最 后 的 误差 小 于 10 一， . 

关于 了 我 们 有 Ix2.7183 一 1. 4628 二 1. 2555， 

例 3(StiriingQ 公式 ) 有 许多 课题 ,特别 是 在 统计 和 概率 
理论 的 计算 中 , 常 须 考 察 n! 的 渐 近 估计 . 对 此 ,我 们 有 等 价 关 
系 

n! 一 (三 ) Vr (ooo) 
更 确切 地 说 ,有 
2 :nme "<nl! <Vanzwe" (1+ 玄 ) 

证 明 (1) 易 知 对 数 函 数 y= 二 lnz 在 [1,n] 上 的 下 方 图 形 面 

积 为 
As=| Inzdz—nlon—ntl. 


@ 斯 特 林 (1692 一 1770) ,英国 数学 家 . 
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而 在 [1,n] 上 用 梯形 公式 估计 其 面积 为 
B, 一 In2 十 In3 十 … 十 In(n 一 1) 十 去 lnm 


= 一 lnz! 一 到 lmm。 


由 此 可 知 , 当 m>ce 时 ,nz! 与 er"zt 二 的 量 阶 关系 与 A, 与 
B, 的 关系 相同 . 
为 盖 明 后 者 , 设 


ai 一 4 一 B，,B.=A,(1 一 息 ) (n=1,2,.…). 


从 而 只 需 指出 1a,1 有 界 性 即 可 . 

首先 ,注意 到 axti 一 Qs 是 在 [k,k& 十 1] 上 曲线 y= Inz 的 下 
方 图 形 面积 S, 与 两 端点 间 割 线 下 方 的 面积 3 之 差 , 故 由 曲线 
和 的 上 同性 可 知 ,asti 一 a4 之 0, 且 因为 

Qnr 一 (as 一 0 1) 十 (aa 一 ao-2) 十 … 十 (as 一 al) 十 aa ， 
所 以 fa.| 是 递增 数列 . 

其 次 ,在 [k,k 十 1] 上 , 记 位 于 点 < 一 k 十 去 处 切线 的 下 方 图 


形 面 积 为 S , 则 
ai 一 <S 一 S (& 一 1,2,…). 
也 就 是 说 
a —as <<ln( 寻 于) 一 去 mk 一 去 In(t 二 1) 
1 1\、 1 1 
= 了 un 人 (1+ 蒜 )- 二 nl li+5Hi| 
1 1、1 1 
<z1(1+)- [+5CTD| 
将 上 述 不 等 式 两 端 对 ==1,2,…,n 一 1 相 加 ,可 得 (a =0) 


1 3 1 1 1 3 
a ln 序 一 二 mm( 1 十 区 )< 计 mn 了 


这 说 明 1a,1 是 有 和 界 数列 . 这 样 ,不 妨 假定 lima, =a. 由 此 又 知 。 105 


沙 藻 (00803TY[) 办 十 中 溃 


闻 淖 (UnernoTT ) 总 山中 小 
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“4 之/ 《ay 一 oo)< 到 In 人 (1+ 元 ) 
再 由 A, 一 B, 二 a, ,我 们 有 “ 
lnn! 1 一 a. 十 (z+ 去 ) . lnn—. 


(2) 记 到 一 er (xz 一 1,2,…) ,由 上 式 即 得 zl =bn"*te-". 
因为 六 随 n 增 大 而 递减 ,其 极限 为 6=e ,所 以 有 


1< = <eln lth) 一 1 十 去 -<1 十 让 


最 后 得 出 
pntte-"cn! <beryer (1+). 
472 


(3) 现在 在 Wallis 公式 
《7121 )2 22 
ln) 
中 ,以 bn"rie-" 代 苦 n1 Mn) !1, 可 得 


一 ns A 坑 V2 


例 4 lim >) (mm 2 一 一 人 


moo 用 


证 明 小 的 部 分 为 S,, 则 
S, =nln(2n 二 1)—ln[1.: 3…(2n—1)]™ 
n 
n 2 
lant ala! nln2 tnat. 
根据 Stiring 公式 ,可 知 


lnn! =nlnn 一 nn 十 + 


二 nln(2n 十 1) 一 一 


型 + 上 +o() (n>00), 


In(2n)! =2nln(2n)— 一 2n 二 四 十 开 寺 +o (1) Cn 
一 co ) ， 


1 1 
ln(2z 十 1) 一 In2z 十 区 十 o( 广 ) (n>00). 
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从 而 我 们 有 


CE (rrco)， 


思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 
1. 设 f(z) 在 [a,b] 上 二 次 连续 可 微 (以 中 值 矩形 公式 为 
例 ) , 则 


上 F(z)dz 一 后。 > f(s) < ) 


其 中 Mi 二 sup1i f(z)|:zE [a,b)}. 
2. 设 A(z) 在 [a,5] 上 可 微 , 且 | 了 (x)| 寺 M,zx€ [a,b], 则 


[0 | 
《证 明 可 参阅 积分 中 值 公式 中 的 例证 ) 
9.2 ”从 被 积 函数 大 小 估算 近似 值 


定 积分 的 估 值 ,是 指 确定 积分 值 的 一 个 范围 . 在 这 里 ,不 是 
通过 求 积 分 和 的 方法 ,而 是 直接 从 被 积 函数 的 变动 范围 中 估 出 . 
例如 被 积 函 数 F(z) 满 足 关系 

g(z) 委 Hz) 和 hz)，zE[a,b]， 
则 根据 定 积分 性 质 可 得 
n=[g(z)dz<I=| 7r(z)dz<E=| hz)dz, 


其 中 ,自然 要 求 ,I 是 容易 求 积 的 . 此 时 , 估 值 的 误差 范围 由 
LO—Hh 给 出 . 

为 了 得 出 上 述 不 等 式 关 系 ,常用 的 方法 有 Taylor 公式 ,或 
利用 函数 的 凸 性 . 而 分 割 [a,5j] 成 适当 的 子 区 间 后 再 作 估 算 , 仍 
不 失 为 一 个 好 的 设计 , 此 外 , 先 转换 或 化 简 被 积 函 数 也 会 收 到 事 
半 功 倍 之 效 . 


例 1 估计 积分 了 | ”VI-0.255m7z dz, 误 差 小 于 0 


沙漠 (U08WeTY) 洁 击 叶 名 
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5X 1074. 
解 记 了 f(t) 二 V1 一 t ,并 应 用 Lagrange 余 项 的 Taylor 公 

式 ,可知 
f(t) =p() +R, gl)—1— 吉 一 计 . 


R, = ee, (0)=—3(1 0, 0<é<z. 


第 
七 
章 1 
定 以 0<t=0, 25sin z 委 元 估计 ,可 得 
和 一 -一 产 (< 一 辽 ， 一 -人 <R, 一 一 工 
-3 9V3 16 
锐 因此 ， 
分 和 1 1 957x 
2 一 “1T、: 
n=| (1 8 sin 7— 128sin “zjdz= 2048 1. 46802. 


[Rd 满足 关系 (上 一 0.25sin2z) 


1 仁 ，s | -a sin 
ze sin Zdz< ， Ri,dzr= T0234|, sin rdz., 


由 此 可 知 


er < Rsdr< 一 说 ,或 
—9. 84x10-+<[ Ridr<—4. 79X 10-. 
最 后 ,我 们 有 了 一 9. 84X10™<1<T 一 4.79X10-. 
例 2 o< 南 一 | 到 sinzdz<<1.21X10-3. 
解 (1) 用 分 部 积分 公式 转换 积分 : 


Bx 8 
上 cosT _ 
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也 就 是 说 ,我 们 有 
eae 
(2) 考察 积分 
ne, 1 
对 于 J, 有 
1 eet eee 


=| sinz(2 (=- i ee 


注意 到 被 积 函数 的 非 负 性 以 及 去 一 05 二 的 递减 性 ,可 知 


1 < (yt) 


= (1— (#) )<4 92x 10-1. 


对 于 J: ,也 可 得 
0< Jp<1.11X10 一 . 
综合 以 上 讨论 ,可知 
Bx as 
o<| dr<6. 03X10-4, 
4 


注 记 


{一 ) 关于 定 积分 思想 、 符 号 体系 的 建立 
在 17 世纪 ,Leibniz 也 曾 陈述 过 类 似 定 积分 的 思想 ,并 称 之 为 “ 求 和 运 


算 ”(Calculus Summatorius) ,他 还 引入 了 记号 :|ydz, 但 没有 被 后 人 所 重 


视 . 后 来 ,Leibniz 的 学 生 Bernouli 改称 为 “ 求 整 运 算 ”, 即 现在 沿用 的 积分 
学 (Integral Calculus) 一 词 . 它 与 微分 学 (Differential Calculus ) 一 起 统称 为 
微 积 分 (Calculus). 


冰 测 (Umeuatd) 竺 ”二 直路 


六 江 (Qmegmard) 所 娘 千 游 
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定 积分 符号 | f(z)dz 是 Fourier( 法 国 数学 家 ) 引 入 的 ;上 、 下 积分 的 


符号 是 1881 年 Volterra( 意 大 利 数 学 家 ) 给 出 的 . 

定 积分 虽 是 从 求 面积 引入 的 ,但 它 的 应 用 范围 是 极其 广大 的 , 例如 : 

设 有 朝 着 z 轴 正 向 的 力 ,使 位 于 点 z=a 处 的 质点 平移 至 点 z=6 
处 ,那么 ,在 f 为 常 力 的 情况 下 ,其 所 作 之 功 为 

W=f.: (5—a). 

但 车 f 是 变 力 , 即 f 随 着 质点 位 置 的 改变 而 不 同 , 它 是 z 的 函数 f(z). 上 此 
时 ,我 们 把 整个 位 移 段 [a ,6] 看 成 是 许多 小 段位 移 [zi ,zx;](i=1,2,…,n， 
a 一 zo<zZi<…<zm 一 0 的 迭 加 构成 的 ,而 且 当 每 个 Ar; 一 到 一 2 充分 小 
时 ,认为 在 位 移 段 [x;-1 ,zx;] 上 力 f(zx) 的 变化 不 大 , 故 用 在 ELzxi-1,xi] 上 
的 常 力 f(&) 代 替 . 从 而 在 位 移 段 [zi_1 ,zi] 上 f(x) 所 作 的 功 之 近似 值 为 
了/(&) (zi 一 Zi~1). 此 时 ,和 Ss。(f, 和 就 表示 力 1z) 在 [a,6] 上 所 作 功 的 近似 
值 . 然后 再 取 极 限 , 引出 相同 的 定 积分 格式 . 

如 上 所 述 的 这 种 将 整体 分 解 为 充分 小 的 局 部 , 且 在 局 部 以 直 换 曲 ,或 
以 常 代 变 作 出 目标 值 的 近似 的 设计 思想 , 正 是 使 Riemann 积分 和 在 探求 
许多 不 同 背 县 下 的 各 种 课题 (如 几何 ,物理 等 ) 中 扮演 着 重要 角色 . 

{二 ) 可 积 函 数 的 连续 点 .可 积 函 数 与 连续 函数 

大 家 知道 ,可 积 函 数 不 一 定 是 连续 函数 . 但 下 述 结 果 指 出 ,可 积 函数 
的 连续 点 是 很 多 的 . 

命题 7.1 若 fE€ER([a,6]), 则 f(z) 的 连续 点 在 [a,6] 中 移 密 , 即 
fa,5] 中 的 任 一 小 子 区 闻 中 都 有 f(z) 的 连续 点 . 

证 明 ”假定 [ai,b] 是 [a,6] 中 和 任 取 的 一 个 小 子 区 间 , 因为 /€ 


R([a, 外 ), 所 以 对 & 一 去 ,存在 对 [a1,61] 的 满足 上 A 上 过 去 ( 如 一 a1) 的 


分 划 Ai ,使 得 
5S" w; Ax: <ée (bi —a). 
这 里 3， ”表示 对 分 划 Al 的 分 点 指标 求 和 . 
由 此 可 知 , 必 有 指标 去 ,使 得 w 过 ei. 为 方便 计 , 记 wi 为 wn, 其 所 在 
的 区 间 [ x -1 Ti ] 记 为 [as ,bz ] ,显然 有 


1 
b 一 a 之 方 (4 一 0 ) ， at <ei 二 了 


又 因为 /ER([as ,64]), 所 以 对 所 二 冯 , 存 在 对 [as ,名 ] 的 满足 | As | 
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< 去 (6 一 0) 的 分 划 A ,使 得 


了 ” mw Axze<<ee (bz — as ). 
与 前 述 推理 相同 ,此 时 必 有 As 中 的 某 个 子 区 间 , 且 记 为 [a; ,5 ] ,使 得 
f(z) 在 其 上 的 振幅 ( 记 为 w2 ) 小 于 ee. 易 知 


再 以 同样 操作 处 理 [a; ,6 ], 并 依次 进行 下 去 ,可 得 
[a ,b1 ] OLa: ,be 1D.… Da, ,bn jo ?9 


bi—a 必 1 
BO—an < 1 1 ,wl <= 


根据 区 间 套 定理 可 知 ,存在 4E [a， ,br ] ,7 一 1，2，…， 易 知 f(x) 在 点 Z 一 和 处 
的 振幅 为 零 : 


冰 颈 (Uneuard ) 半 一 恒 中 入 


w(§£) 一 0. 

这 说 明 x=$ 是 f(x) 的 连续 点 ， 

由 于 两 个 连续 函数 的 复合 函数 也 是 连续 函数 , 故 该 复合 函数 仍 是 可 
积 的 ,下 述 结 果 说 明 ,这 一 条 件 尚 可 减弱 . 

命题 7.2 设 fER([a,b]), 且 有 m 志 f(z) 志 M. 又 设 pEC([m,M1]) 
则 g[ f(z)] 在 [a,6] 上 可 积 . 

证 明 (1) 因为 p(y) 在 [m,M] 上 一 致 连续 ,所 以 对 任 给 的 e>0, 存 在 
3>0, 使 得 当 yl ,yz EL[m,M] 且 1y 一 y:| 志 时 ,有 

[p(y1)—9(y)1<e, 

(2) 由 所 xz) 的 可 积 性 知道 ,对 上 述 5>0 以 及 任意 的 o 汪 0, 存 在 [a,5] 
的 分 划 A, 使 其 子 区 间 分 属 两 类 ; 

(A) 在 每 个 子 区 间 上 , A(z) 的 振幅 大 于 3 的 这 些 子 区 间 长 度 的 总 和 
小 于 o; 

(B) 不 属于 (A) 类 的 子 区 间 ， 

(3) 令 F(z) 王 9 f(x)], 它 在 [ae,6] 上 的 振幅 记 为 0(F), 且 对 此 分 划 
A 的 第 i 个 子 区 间 上 的 振幅 记 为 w;(F), 由 于 在 (B) 类 的 每 个 子 区 间 上 ， 
f(z) 的 振幅 小 于 或 等 于 56, 故 F(z) 在 其 上 的 振幅 小 于 *. 


从 而 我 们 有 
DPAr = >w(F)ar 十 >) (FA 
A (A) (B) 


<Q(F) >, Ari 二 e 2) Ari<A(F)ote(b—a), 111 
(A) -(B) 


六 齐 (QemaofrH) 乔 星 引 各 
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由 此 易 得 FE RC[a,6]). 
注 (1) 记 R(z) 是 [0,1] 上 的 Riemann 函数 ,又 定义 g(0)=0,g(z) 
一 1 (0<x<1), 则 复合 函数 g[R(z)] 在 [0,1] 不 可 积 . 进一步 还 有 
(2) 记 Q= im1,G= U(r 一 2-” ,rn 二 27”),E=[0,1]\G, 并 作 函 数 
f(x)=in{{|z—y|,y€E EI). 
易 知 ,fE C([0,1])( 实 际 上 属于 Lip1). 又 作 函 数 
rz 
则 9[ f(z)] 在 [0,1] 上 不 可 积 . 
例 (Jesen 积分 不 等 式 ) 设 /ER([0,1]), 且 m<f(z)<M,zE([0， 
1]), 又 有 连续 函数 w(z) 在 [m,M] 上 是 (下 ) 凸 的 , 则 
p(| rz)dz)<| .etz)]dz 
证 明 将 [0,1]n 等 分 , 即 
Az'= 二 ， z= 二 (i=0,1,… ,7), 
取 揪 点 为 =zi(i=1,2,…,n). 又 由 9(z) 在 [m,M] 上 的 凸 性 不 妨 假定 
PE C([m,M]), 则 


?(AE t/a) t+ fs) ef + el fs) + + f(s,)] 


即 


1,z=0;， 


0,7XA0， 


o[ i375)] < Dor(a)]t. 
注意 到 g(x) 的 连续 性 以 及 9[ 7(z)] 的 可 积 性 , 当 n>oo 时 有 
¢({ 6z)4)<f ptf) 1d. 


可 积 函 数 与 连续 函数 有 着 密切 的 关系 , 即 从 平均 (积分 ) 的 观点 看 , 连 
续 函 数 可 以 充分 接近 可 积 函 数 ,这 一 结论 为 许多 问题 的 研究 提供 了 极 大 


的 方便 . 
命题 7.3 设 fER([a, 如 ), 则 对 Ye>>0, 存 在 g€C([a,6]),f(6) 二 


g(0,7(a) 一 5(a) ,使 得 
| am-s(z)ldz<s 
证 明 由/(z) 的 可 积 性 知道 ,对 任 给 的 e> 0, 存 在 分 划 
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Al:a 一 Zoo 二 zi<… 和 < 一 5 


使 得 > wi(f) Az;<e. 
gs) fz) + HE Ae (sz,,), 


rE[zii zi] (i=1,2,.,n). 
即 在 每 个 区 间 [zxi-1 ,zx;] 上 ,g(xz) 是 连结 两 点 (zi-1 ,f(xi-1)) 与 (zi, f(xi)) 
的 直线 , 易 知 
{f(x)—g(z)|<o(f) ,rE [zz] (i=1,2,% ,7n). 
从 而 有 


[i402) ata)ldz = D162) es) ldz 


立 强 CUuBuugrH) 半 地 忠 入 


< > w(f)Ar<e. 
命题 7.4 若 /ER(Tab]) , 则 存在 EC([a,]) (k=1,2,…) ,全 得 
lim{ 1f()—g(z)1dz—0. 
证 明 到。 = 去 (= 1,2,…), 则 按 命题 7. 3 可 知 ,存在 g € 
Cl[a,6]), 使 得 
[f(z) 一 g(x)1dr< 诗 . 
令 h-*o0, 即 得 所 证 . 
命题 7.5 设 /ER([a,5]), 则 
lim| 1fCz+h)—f(z)1dz=0. 


其 中 假定 对 任意 的 h>0, (6 二 有)=f(8) ,f(a 一 h)= f(a). 
证 明 由 命题 7.3 可 知 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 g€ C([a,5]) ,使 得 


€ 


| 102) a(n) 1dr<§ 


约定 对 任意 的 >0, 令 g(5 十 A) 一 g(6), g(a 一 h) 一 g(a). 注意 到 f(a)= 
g(a),f(5) 二 g(b) ,我 们 有 


6 Bih B [3 
[f(zti) a(t d= fDi] fel) id<§. 13 
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现在 ,根据 g(z) 的 一 致 连续 性 可 知 ,对 任 给 的 e>0 ,存在 9>>0, 当 | 


<3 时 ,有 
lg(xt+h)—g(z)| < (ba). 
于 是 得 到 
jz+PD-Az)ldzs| ez+D-sGz+Dldz 

第 b 
志 二 | la(zth)—g(z)ldzt | 11(2)—a(z)ldz 
定 EE a) 
和 < tama oe. 
. 命题 7.6 若 fE C([a,6]), 则 对 任 给 的 e>>0, 存 在 [a,6] 上 的 阶梯 函 
日 数 wz), 使 得 
积 
分 


| rw)ldz<e 


(所 请 [4,5] 上 的 阶梯 洋 数 ,是 指定 义 在 [a,b] 上 的 有 限 分 (区 间 ) 段 函数 ,在 
每 一 小 段 区 间 上 ,该 函数 是 一 个 常数 ) 
证 明 由 题 设 可 知 , 对 任 给 的 e>0, 存 在 la, 人 的 分 划 
A:a= 一 rzo<<z<…<z 一 0， 


使 得 
> al fon<e 
现在 作 阶梯 函数 g(z) 如 下 : 
f(zxi-1), XE [xi Ti) ; 
一 一 2 一 1 
?7) (0 XE [ziyzn]， (2 "1) 
我 们 有 
Fizw pa) = DT IFA) -p(s) 1dr 
< Hafan<e 
即 得 所 证 . 


(三 ) 关于 微 积分 基本 定理 
大 家 知道 对 一 个 [a,6] 上 的 可 微 函数 f(x) ,只 有 在 /(x) 在 [a,61 上 可 
114 积 时 , 才 可 得 
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[F(az= £5) fla). 

但 在 1881 年 就 有 意大利 数学 家 Volterra( 伏 尔 泰 拉 ) 举 出 一 例 ,指出 
即使 导 函 数 广 (z) 有 界 ,此 导 函 数 也 不 一 定 可 积 (参阅 美国 数学 月 刊 81 
(1974),P. 349 一 353). 这 说 明 N-L 公式 在 使 用 上 还 有 较 大 限制 ,积分 尚 需 
进一步 改造 , 且 后 来 也 发 展 出 众多 新 的 近代 积分 理论 . 

命题 7.7 设 F(z) 在 [a,6] 上 可 微 , 则 FE R([a,6]) 的 充分 必要 条 件 
是 :存在 gER([a,6]) ,使 得 

F(z)= Fo) 十 | gcd OD 

证 明 ”必要 性 . 取 g(xz)== 户 (zx) 即 可 . 

充分 性 ， 假 定式 @ 成 立 , 且 令 m,M 为 g(z) 在 [a,8] 上 的 下 、 上 确 界 ， 
作 函 数 

G(z) 一 F(z) 一 F(a) 一 m(z 一 人 一 | [g(D 一 md 
易 知 C (zr) 二 F(z) 一 m 之 0, 即 F(z) 关 m. 同 理 可 证 F(z)<M. 

这 就 是 说 ,在 同一 区 间 上 r(x) 的 振幅 不 超过 g(x) 的 振幅 . 从 而 由 
gE R([a,6]) 可 知 F ER([a,6]). 

因此 ,对 fER([a,6]) ,其 变 限 积 分 F(z)=[ /0d 不 一 定 可 微 , 即 
使 可 微 也 不 一 定 是 f(z) 的 原 函 数 (除非 单调 ) ,如 R(z) , 它 没有 原 函 数 ,但 
F(z)=0. 这 是 因为 有 原 函 数 的 可 积 函数 ,其 原 函数 必 为 变 上 限 积分 . 


(四 ) 关于 变 上 限 积分 | 了 (+)dt\ 原 函数 


1. 当 fER([a,6]) 时 ,FP(z) 一 | 了 (i)di 是 [a,6] 上 的 连续 函数 . 若 


fE([a,8]), 则 户 (z)= f(x). 也 就 是 说 , 变 上 限 积 分 作为 一 种 新 淆 数 可 
以 表达 出 Az) 的 一 个 原 函 数 ,这 应 引起 大 家 充分 的 重视 ,并 去 挖掘 它 的 表 


现 功能 ， 
例 1 任 一 多 项 式 P(z) 均 可 表 为 两 个 递增 多 项 式 的 差 . 
实际 上 我 们 有 P(x)==Q (zx) 一 Q(z); 


Qi (可 一 P(O) 十 去 |[P(D 了 十 P(D 二 1jdt， 
Q(z)=3| POOF -P+ 
例 2 设 fE C([a,6]), 若 对 满足 g(a) 二 g(5b) 二 0 的 任意 的 gE 
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交汇 (UuguUarH ) 几 婴 叶 小 


站 节 (uaueuata) 和 期 中洲 
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Co (fa,6]) ,都 有 

| /C28(z)dr=0. 
则 大 z) 一 区 常数 ),zE [a,6]. 
证 明 记 ! 一 二 -| 7(z)dz, 显 然 有 


[r(x) dr=0. 
作 函 数 
g(z)= L/D) Ad, z€ [ab 
易 知 g(a)=g(6)=0, 且 g(x)==f(z) 一 必 属 于 CW([a,6])), 从 而 根据 题 
设 可 得 
| rprrap-oaz=o 
由 此 可 知 
| re)- 宁 dz= FD FD) dz [f(z)—ndz=0. 


因此 ,f(x)=L. zxE€[a,b]. 
2. 大 家 知道 ,[a,6] 上 的 连续 函数 是 有 原 函 数 的 . 不 过 ,不 连续 函数 
(当然 没有 第 一 类 间断 点 ) 也 可 以 有 原 函 数 . 


0， Z 一 0; 。 :( 二 ) 20; 
sin ， 这 ; 
sin{ 二 )， 天 0)， ro-| 
在 [0,1] 上 有 原 函 数 . 事实 上 , 作 函 数 
so 0 一 < 委 ]1; or 0<z 委 1; 


例 3 ue) -| 
0 xX=0 


0， 一 0 ， 0， 工 一 0， 


则 A(z)( 连 续 函 数 ) 是 有 原 函 数 的 ,又 由 
， { 工 +sin 工 ,0<z<l1i 
& (x)= 工 工 
0， 工 一 0， 

可 知 f(z) 二 g (zx) 一 h(z) (0<z< 和 1). 这 说 明 A(z) 存 在 原 函 数 ， 

3. 关于 函数 乘积 的 原 函 数 

在 介绍 分 部 积分 公式 二 时 ,曾经 指出 ,即使 f(x) 与 g(xz) 各 自在 [a,65] 

116 上 存在 原 函 数 ,但 乘积 F(z) 二 f(x) g(x) 在 [a,6] 上 也 不 一 定 存在 原 孙 
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数 . 现 举例 如 下 : 


z'sinr 3, x0; 
例 4 设 /(z) 一 全 sin ,27 


X=0， 


ricosr 3, ZZ¥0; 


G(x)= 


0， 二 0， 
则 易 知 
2z3sinz cosz ?十 3sin2Zz y ，2 天 0) 
1)0 (a) = | 
0， 一 0， 
FAG(z) = (* sinz icosr -一 3cos2z 3 ，Z 关 0; 
0， 并 一 0， 
从 而 
(z= nf 0G)= 1 
0，Zz 二 0., 

注意 到 f(z)G'(z) 十 f(x)G(z)==[/(zx)G(zx)] 可 知 , 若 f(z)G (zx) 与 
(x)G(z) 中 有 一 个 具有 原 函 数 , 则 另 一 个 也 必 有 原 函 数 , 由 此 立即 推出 
S(z) 具 有 原 函 数 . 然而 @(z) 是 没有 原 函数 的 (第 一 类 间断 点 ), 这 矛盾 说 
明 , f(z)g(z) 与 f(z)G(z) 蕴 无 原 函 数 . 

当然 ,在 条 件 加 强 时 ,情况 又 不 同 了 ,请 看 下 例 ， 

例 5 设 f(z) 在 [a,6] 上 有 原子 数 F(z),g(x) 在 [a,6] 可 微 , 且 g'€ 
R([a,o]), 则 乘积 函数 

g(r)= f(x)g(x), rE La,b] 

有 原 函 数 ， 

证 明 注意 到 (x) 二 f(zx), 则 在 (F(z)g(x)) 一 A(z)g(z) 十 下 (z) 


g(z) 中 多 出 一 项 F(z)ag (x), 猜想 | F(t)g'(1) dz 也 许 是 F(z)g'(z) 的 
“ 原 函数 ”, 从 而 令 
Bz)=F(z)e(z)—| F(a (a)d, 


并 作 差 商 ( 注 意 | 8’(D)de=g(z+h) 一 g(x)) 
Beth) Bs) ezth Ft TE FD) [Fle'(d 


g(x+h) fe+h) Fs) 


-去 | [FGF]e (d= 1 +H. 
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立 漠 (Quweuard ) 针 二 叶 廊 


池 消 (UUB0I9TA) 半 击 吓 洲 
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易 知 对 工 ,我 们 有 
limg(z+h) Tt HT gr)F'(z)=g(z) f(z). 
对 下 ,不妨 设 |g(zx) | 过 M (a<x<5b), 又 注意 到 F(x) 在 [a,5] 上 的 一 致 连 
续 性 ,可 知 对 任 给 e>0, 存 在 6>0, 当 |h|<6 时 ,有 
[F()—F(z) <, 7<tSr+th 
由 此 可 得 | |<e. 
综 上 所 述 ,我 们 得 到 
D(z)=lim gE fz)g(z)=9(z) ,ELa,b]. 
这 说 明 @(z) 是 p(x) 在 [a,5] 上 的 原 函 数 . 
(五 ) 余 项 是 积分 形式 的 Tayior 公式 
在 本 教材 的 第 一 册 中 ,曾经 介绍 过 两 种 余 项 形式 的 函数 的 Taylor 公 
式 . 现在 应 用 分 部 积分 公式 ,我 们 在 这 里 再 给 出 另 一 种 余 项 形式 的 Taylor 
公式 , 它 将 在 后 文 Taylor 级 数 中 发 挥 作用 . 
命题 7.8( 余 项 是 积分 形式 的 Taylor 公式) 设 Fl(z) 在 [ae,8] 上 存 
在 , 且 e+b(z) 在 [w, 四 上 可 积 , 则 对 Ia, 四 中 任意 的 evz, 使 得 
f2)= Dey+t dnd 四 
证 明 ”采用 归纳 法 ,在 =0 时 , 易 知 
fn)= Ha)+| fd 


即 式 @ 对 xn 一 0 成立. 
现在 假定 式 @@ 对 = m 成 立 , 现 证 对 mr 十 1 也 真 , 注意 到 此 时 
"D(z) 是 可 积 函 数 ”+(x) 的 原 函 数 , 故 由 分 部 积分 法 可 知 


[fm (1) td 


-全 (- 千 T )u 


0 | toes) "fr (Dd 


= Fr+D(a) (x~—a)”t (zx—1t) )m+1 femt2) (td 


于 对 + 
再 代入 式 @ ,可 知 
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mt+1 A) 7 
LD 


即 式 @ 对 m 十 1 成 立 . 这 就 证 明了 式 @ 四 对 一 切 = 皆 成立. 
命题 7,9{Cauchy 余 项 ) 在 F"(z) 连 续 的 条 件 下 ,其 余 项 还 可 写 
成 


R,(z)= ft Let Yee) gr(r ayn. 


证 明 ”应 用 积分 中 值 公式 于 式 中 ,可 得 
RD ef Dd (0), 


和 一 zc 十 MKz 一 a)，0<6<1， 

由 此 又 导出 z 一 E==x 一 a 一 人 x 一 4a) 二 (zx 一 a)(1 一 0), 代 入 上 式 , 即 得 所 证 . 

(六 ) 求 积 思想 发 展 史 简介 

我 国 古代 数学 家 祖冲之 、 祖 虑 父子 (公元 五 .六 世纪 ) 曾 对 求 立 体 体积 
提出 一 个 著名 原理 ”等 势 既 同 则 积 不 容 异 ." 即 指 两 个 同 高 的 立体 , 若 对 
它们 所 作 的 任 一 等 高 平行 截面 的 面积 相等 , 则 此 两 立体 体积 不 可 能 不 相 
等 . 祖 氏 父子 在 这 里 提出 了 一 种 比较 规则 :比较 两 立体 的 (等 高 ) 平 行 截面 
的 面积 (根据 这 一 思想 , 祖 氏 父子 纠正 了 《 九 章 算术 》 中 一 个 关于 球体 积 的 
计算 失误 ). 现 在, 我们 已 经 学 会 求 曲 边 图 形 围 成 的 区 域 面积 ,从 而 通过 积 
分 ( 即 积累 ) 就 可 求 出 某 些 单个 立体 的 体积 了 . 

17 世纪 ,意大利 数学 家 Cavalieri( 卡 瓦 累 里 ) 也 提出 了 类 似 的 求 积 思 
想 . 与 祖 氏 父子 稍 有 不 同 的 是 ,他 引进 了 称 之 谓 “ 不 可 分 量 " 的 观念 , 例如 
一 个 平面 区 域 是 由 许 许多 多 挤 在 一 起 的 平行 线段 合并 而 成 的 ,这 些 平行 
线段 就 是 “不 可 分 量 "( 图 7-36), 因 此 ,车 两 个 平面 区 域 的 “不 可 分 量 " 全 
同 , 则 面积 相等 . 根据 这 一 思想 ,他 也 正确 地 求 出 过 由 某 些 曲 线 围 成 的 区 
域 面积 . 然而 不 久 , 这 一 “不 可 分 量 " 学 说 就 受到 了 责难 . 例如 有 两 个 三 角 
形 ABD 与 A4CD( 图 7-37), 底 边 长 即 是 CD 的 两 倍 ,但 高 均 为 AD. 显然 ， 
这 两 个 三 角形 面积 是 不 能 相等 的 . 但 从 “不 可 分 量 " 观 点 看 ,对 三 角形 
ABD 中 任 一 不 可 分 量 a6, 在 三 角形 ACD 中 均 有 唯一 旦 是 相同 的 不 可 分 
量 af6 对 应 ,反之 亦 然 . 因此 ,它们 就 有 相同 的 面积 ,这 导致 了 雇 误 .那么 问 
题 出 在 什么 地 方 ? 原因 如 下 ;就 以 线段 为 例 , 上 述 一 一 对 应 实际 上 指 的 
是 线段 BD 与 CD 上 的 点 的 对 应 关系 ， 它 说 明 两 者 的 基数 (点 的 个 数 概 念 
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沪 消 (UUBW3I) 兴 击 叶 以 


沙漠 (Umemard) 半 一 才 叶 泪 
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B b D 6 C 
图 7-36 7-37 

的 推广 ) 相 同 . 但 基数 与 长 度 是 不 同 的 概念 ,这 一 问题 的 核心 是 如 何 正 确 
认识 "无穷 " 的 概念 ,或 说 如 何 才能 在 数学 中 科学 地 引进 “无 穷 "的 概念 . 一 
个 线段 的 面积 是 0 , 想 用 无 穷 个 0 随便 “和 "起 来 变 成 非 0 是 不 符合 认识 规 
律 的 . 

19 世纪 ,在 有 了 用 y= f(x) 表示 连续 曲线 的 基础 ,以 及 采用 极限 作 无 
穷 运算 的 理论 后 , 求 积 的 思路 又 从 古代 的 方法 中 吸取 了 营养 , 即 采用 有 限 
分 割 、 局 部 以 直 代 曲 , 作 和 取 极 限 的 格式 ， 

(七 ) 与 求 积 相关 的 一 些 内 容 

1. 利用 本 章 第 8. 1 节 公式 中 ,可 得 著名 的 Halder 不 等 式 : 设 AgE 
C([a,b]), 且 有 


H(z) >0, Wal, (latedz) 


车 在 第 8. 1 节 式 @ 中 取 


1 
9 


之 0， 


则 式 @ 成 为 


| f(z) g(x)| ll/ADL | 1 1a) 
filelle sp fl 9g lglls: 


对 上 式 两 端 在 [a,5b] 上 作 积 分 ,我 们 有 


[4 [2 
|] 1 160) bdr 1 galvdz 
TT Tam) en) lar STF to Teh 


注意 到 上 了 多 ==| 17(z)1*dz, 可 知 


1 s 1 1 
Torr Tals -ealaz< 二 + 证 =1， 
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即 得 (HolderD 不 等 式 ) 
irene laze (fiw1ar)’ (Fig) lar)". 


(p>1, 方 + 二 =1) 


2. 在 直角 坐标 系 中 ,曲线 y= f(x) ,a 乞 7 人 4b 绕 直 线 y 一 mz 十 k 旋 转 
的 旋转 体 体积 为 


= 一 一 二 | [f(r) mk [+m (z)Jdz. 
(1 十 zzz ) 玛 .。 
此 外 , 设 两 条 曲线 在 极 坐标 系 中 表示 为 
r 一 .0O) r=g(0), a<0<p, 
且 f(9) 之 g(0) ,wx<4 矢 8, 则 其 所 围 图 形 绕 极 轴 旋 转 的 旋转 体 体积 为 


8 7 fr(g) 
v=2r| (| rdr ) sinbdg， 
2 &(0) 


岂 漠 (Uuemaerd ) ”性 叶 种 


3、 梢 圆 革 十 革 一 1 的 周 长 化 归 为 精 圆 积分, 它 在 天 文学 中 有 重要 应 


用 . 
实际 上 ,只 需 计算 该 椭圆 在 第 一 象限 中 的 弧 长 s. 取 椭 圆 的 参数 方程 为 
X=5cost, y= 3sint, 0 
我 们 有 


51 =- V55SRT5COSd 一 5 入 / 1 一 cost dt. 
注 ( 梯 贺 周 长 的 估计 ) ” 设 一 椭圆 的 短 轴 为 a, 长 轴 为 5, 周 长 记 为 
S, 则 
nr(atb)ESEVn Vaith. 
实际 上 ,由 公式 
s=[" Va’ sin’ t+b eosit dt 
可 知 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 
S:<2x “arsin?t 十 她 costt) dt 一 2 (a 十 术 )， 


S<KV2r Vaite. 


@ 办 尔 德 (1859~1937), 德 国 数学 家 . 121 
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另 一 方面 ,由 公式 (0 委 rs1) 

atrtéb(l—r)=a 十 Vi 一 r Vi 一 r， 

[arte(1—7)] 委 [ozr 十 天 (1 一 中 [rz 二 (1 一 中] 
=air+ (17); 
Vairtite(l—rt)>ar+b(1—7), 
可 知 ( 令 r= sin?1) 
s—[ antonrid>| [asinstb(1—sintt)]di=x(atb). 

( 八 ) # 是 无 理 数 的 证 明 
假定 x 是 有 理 数 :x 二 姑 (a,6 是 互 素 正 整数 ). 作 函 数 


f(z)= 二 (abz)"， 


g(xz)=f(z)— f(z FAV z+(—1) f(r), 
显然 ,f*"*?(z) 三 0, 且 有 
g(rz)=f0 (zx)— f(z) + 
由 此 可 知 g(xz) 十 g(x) 二 A(z) 以 及 
[ge (z)sinz 一 g(z)cosz] =[g (x)+g(z)]sinz= f(x)sinz. 
对 上 式 两 端 在 [0,x] 上 作 积 分 ,我 们 有 


[ f(z)sinxdr= g(r)++e(0). 


因为 Jr- 7 人 (全 -= 二 (全 [os 人 全 - 


f(z) ,所 以 feW xz)= f(z), f(r)= £0), fH (x)= (0), 
从 而 推出 &(r) 一 5(0) 是 整数 ,也 就 是 说 | /(z)sinzdz 是 整数 
但 是 , 另 一 方面 由 
0<sinz<1， 0<7z<< ri 0<zr"(a—br)' < ， 
得 到 0<f(zr)sinr< 瑟 生 ,从 而 导出 
o<| f(x)sinrdr< en. 


矛盾 . 
实际 上 ,re 都 是 超越 数 . 
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第 八 章 反常 积分 


上 一 章 介绍 的 Riemann 积分 ,被 积 函 数 必须 是 有 界 的 , 积 
分 变量 的 活动 范围 也 是 有 界 的 ( 即 在 [a,5] 区 间 中 ). 然而 ,无论 
从 积分 (如 上 限 为 变量 的 不 定 积分 ) 作 为 一 种 研究 函数 的 手段 ， 
还 是 从 实际 问题 的 建 模 需 要 或 估算 的 角度 来 看 ,对 区 间 上 定义 
的 无 界 函 数 ,以 及 当 积 分 区 间 是 无 界 的 情形 ,也 都 需要 赋予 它们 
某 种 适当 的 求 积 意义 . 

例如 ,在 宇宙 速度 的 估算 ( 见 上 一 章 8.6 节 例 7) 中 指出 ,和 欲 
将 质量 为 m 的 火 租 从 地 面 送 到 空中 高 为 h 的 位 置 , 须 做 功 


W, 一 |。G 和 全 dy=mgR| ”去 dy, (R 为 地 球 半径 ) 


为 使 大 简 飞 高 地 于 ， 可 用 求 ho 的 极限 的 方法 ， 
『 thdy 


2 


lim W, = lim 1 mgR’ 了 


下 一 十 co 


-ee lin (RE) nn 


上 述 运 算 的 核心 是 探讨 
tm 
hri+ooJR yy 
不 妨 记 为 
站 
R 2 


这 就 是 所 谓 无 穷 区 间 上 积分 的 一 个 模型 . 
再 从 积分 的 几何 意义 一 一 面积 来 考察 无 穷 区 间 上 的 积分 ， 
例如 对 
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十 ee dz i A dz | 
| lx = lm | 14 = lim arctanA = pe 


如 图 8-1 所 示 , 是 曲线 y 一 了 这 在 [0, A] 上 的 下 方 图 形 的 面 


积 , 图 8-2 可 视 为 该 曲线 在 [0, 十 ce) 上 的 下 方 图 形 面 积 . 这 一 想 
像 也 是 符合 思维 规律 的 ， 


从 这 一 意义 上 讲 ,还 可 类 似 地 考察 积分 


| 

,Vi 

的 意义 . 在 这 里 ,被 积 函数 > 一 -在 z 二 1 处 没有 定义 , 且 
是 [0,1) 上 的 无 界 函 数 (即使 约定 f(1) =! 也 无 济 于 事 ). 因此 ， 
在 正常 的 积分 意义 下 ,其 积分 是 不 存在 的 . 但 是 ,我 们 注意 到 ,对 
任意 的 e:0<e<1, f(z) 在 [0,1 一 e] 上 是 可 积 的 (f(z) 是 连续 函 
数 ) , 即 积分 


| dz =arcsin(1—e) 

oo Vz 

对 任意 的 e(0<e<1) 是 存在 的 ,这 就 诱发 我 们 去 考察 e>0 时 的 
极限 ,得 到 


im| dx =limarcsin(1 一 e) 二 二 
E 0 /1l—x EO 2 


并 认为 这 就 是 | 有 的 积分 意义 .虽然 这 不 是 通常 意义 下 的 
1 一 工 


积分 ,但 其 认识 的 合理 性 还 可 从 下 面 的 角度 来 理解 : 


"0 


数学 分 析 ( 第 二 册 》 
当 f(z) 在 [0,1] 上 可 积 时 ,我 们 知道 其 变 上 限 积分 
F(z)=| f(a 
是 关于 并 的 [0,1] 上 的 连续 函数 ,由 此 可 知 
lim[ fd=F(D)=| fl dz. 


也 就 是 说 , 当 f(x) 在 [a,5] 上 按 通 常 Riemann 意义 下 可 积 时 ,两 
者 是 一 致 的 . 

上 述 积分 的 思想 是 Cauchy 引入 的 ,因此 也 称 为 在 Cauchy 
意义 下 的 积分 . 本 章 的 目的 就 是 要 介绍 这 两 类 反常 积分 . 


31 郴 数 在 无 穷 区 间 上 的 积分 


六 江涛 网 十 二 洲 


1.1 无 穷 区 间 上 的 积分 定义 
定义 8.1 设 F(z) 在 [ca, 十 ce) 上 有 定义 , 且 对 任意 的 A: 
a<A4, 均 有 JER([c,A]). 若 存在 极限 
lim | f(z)dz, O 
则 称 .F(z) 在 [eae, 二 ce) 上 的 (反常 中 ) 积分 存在 或 收敛 , 且 记 其 极 
限 值 为 
[im fron 


此 时 亦 称 /(z) 在 [a, 十 oo) 上 是 可 积 的 . 若 式 @ 中 的 极限 不 存在 
(包括 极限 为 无 穷 的 情形 ), 则 称 J(z) 在 [a, 十 ce) 上 的 (反常 ) 积 
分 发 散 , 有 时 也 约 称 | “7(z)dz 发 散 ， 

类 似 地 ,对 于 定义 在 (一 oo,6] 上 的 函数 f(x), 它 对 任意 的 


lim | f(z)dz, ® 


Q@ Improper, 在 许多 中 文书 刊 中 ,也 称 无 穷 区 间 上 的 积分 为 广义 积分 . 125 
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则 称 f(x) 在 (一 oo,6] 上 的 (反常 ) 积 分 存在 或 收敛 , 且 记 其 
极限 值 为 


| ADaz 一 im | f(z)dz. 
此 时 也 称 f(zx) 在 (一 oo0,6] 上 可 积 . 若 式 @ 中 极限 不 存在 , 则 称 
f(z) 在 (一 oo,5] 上 的 (反常 ) 积 分 (| f(z)dz) 发 数 . 
注意 ,在 本 章 中 , 凡 在 一 般 情形 中 提 到 f(z) 在 [a, 十 oo) 上 
的 积分 | “7(z)dz 时 ,如 无 特别 说 明 , 均 指 上 述 定义 所 界定 者 . 
此 时 ,由 定义 立即 可 知 ,对 于 任意 取 定 的 5:6>a, 下 述 两 个 积分 
| rcpar, | f(r)dz 


的 收敛 性 是 一 致 的 . 对 于 在 (一 0,6] 上 的 人 x) 的 积分 也 同 此 理 . 
例 1 考察 积分 (俗称 户 积 7 


解 (1) p 关 1 时 ,有 
gg- [Er p>1; 
十 cc，z 思 <<1. 
因此 , 当 pp 之 1 时 了 工 收敛 ;p<1 0 
时 了 发 散 . 
(2) p= 二 1 时 ,有 
lim | 至 =- lim InA= 十 co 
1 AAA- 十 co 


和 一 十 co 


lim 
A- 十 oo l 工 


~ 


因此 ,了 T 发散. 
例 2 积分 [=| cos2zdz 是 发 散 的 ， 
证 明 因为 对 任意 的 A:A>0, 有 


A 、 
| cos2zdz 一 5 全 ， 
0 
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而 当 4 一 十 ce 时 ,上 式 的 极限 不 存在 ,所 以 积分 了 是 发 散 的 ， 
定义 8.2 设 /z) 是 定义 在 (一 ,ce) 上 的 函数 . 对 任意 的 
A,B, 有 fER(LB,A]). 若 存在 极限 


Him | f(z)dz, lim [f(z)dz,  ® 


其 中 C 为 某 个 实数 , 则 称 f(z) 在 (一 2o,co) 上 的 (反常 ) 积 分 存 
在 或 收敛 , 且 记 其 极限 值 为 


[fsa lim f(z)drt lim [f(z)dz. © 
车 式 @ 中 的 极限 有 一 个 不 存在 (包括 极限 为 无 穷 的 情形 ) , 则 称 
f(z) 在 (一 oo,co) 上 的 (反常) 积分 (| “7(z)dz ) 发 散 ， 


注意 ,| ”f(z)dz 的 敛 散 性 及 其 数值 与 式 @ 中 所 取 的 点 C 


无 关 . 
推论 8. 1 类 (Newton-Leibniz 公式 ) 设 F(z) 在 [c, 十 cc) 上 
的 积分 收敛 , 且 F(z) 是 F(z) 在 [ae, 十 co) 上 的 原 函 数 , 则 有 


? 


| f(z)dz=F(+o0) F(a) F(z) 


其 中 下 (十 ce) 一 lim F(z). 
对 于 .F(z) 在 (一 co ,6b] 上 收 钱 的 积分 ,也 有 相应 的 性 质 : 


3 


f(s)dz=F(6)—F( 0) F(z) 


一 oo 


其 中 FF( 一 00)= lim F(z). 


人 dz 本 
例 3 一 | 8- 短 
在 (一 co,co) 上 的 原 函 数 是 F(x) 二 


、 1 
证 明 易 知 二 十 4z 十 9 


-aretan = 从 而 有 
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十 co 


十 天 (>z) 


一 下 (>) 


-上 
-oz2 十 4z 十 9 Jo XxX? 十 4X 十 9 
B+2 x 


lim arctan At2_ 1 lim arctan 一 一 一 一 ， 


1 一 
有 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 


1 设 fEC(( 一 00,o0)), 且 | ACz)dz 收 伍 , 试 求 


ES fo (二 | Fd. 
2. 设 fz) 之 0,| ”f(z)dz 收敛 ,试问 | f°(z) dz， 


| Cnpadz 收 全 吗 ? [提示 :考察 f(x) 一 并 (mn<z<n+t 去 )， 
f(z)=o(nt 志 <z<nt1) ;f(z)=a(n<r<nt 志 | ,f(x)=0 
(nti<e<atl)) 


1.2 积分 的 基本 性 质 


无 论 是 在 [a, 十 oo) 上 还 是 在 [一 oo,5) 上 ,f(z) 的 积分 的 收 
化 性 均 是 由 变 ( 上 、 下 ) 限 积分 的 极限 来 界定 的 . 其 中 的 基础 是 计 
算 f(x) 在 内 部 区 间 上 的 通常 意义 下 的 Riemann 积分 . 因此 , 关 
于 Riemann 积分 的 许多 运算 性 质 可 自然 地 扩展 到 反常 积分 上 
来 ,其 证 明 也 雷同 . 这 些 性 质 为 估算 反常 积分 提供 了 极 大 的 方 
便 , 现 列 如 下 :( 证 明 略 ) 


1，( 线 性 性 质 ) 车 积分 | f(z)dz，|”g(z)dz 收 伍 ， 


则 对 任意 的 实数 e 以 及 PB,af(z) 十 pg(z) 在 [fa, 十 cc) 上 的 积分 
也 收敛 , 且 有 


| [artz)+pe(z)]dz=a f(z)drt8| g(x)dz. 
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2.〈 换 元 公式 ) 设 f(z) 在 [a, 十 2o) 上 可 积 ,p(i) 是 [a,B] 
(包括 8= 十 ce 的 情形 ) 上 连续 可 微 的 严格 单调 函数 ,而且 
a=p(a) Ep) Sling(t)=+0, 


则 等 式 
[reopaz=| yxre(D]w(CDd 


在 左右 端 积分 之 一 收敛 时 成 立 . 又 当 其 中 一 个 积分 发 散 时 ，, 另 
一 个 积分 也 发 散 . 

对 于 f(x) 在 (一 0 ,6]J 上 的 积分 ,也 有 相应 的 性 质 . 

注 上 述 换 元 公式 中 右 端 积 分 的 被 积 函 数 可 能 出 现 无 界 的 
情形 ,而 关于 无 界 函 数 的 反常 积分 将 在 下 一 节 中 介绍 . 两 种 反常 
积分 在 换 元 法 实施 过 程 中 的 交换 ,也 会 给 我 们 带 来 估算 的 方便 . 

3. (分 部 积分 公式 ) 设 xs(z),v(z) 在 [ae, 十 cp) 上 连续 可 
微 , 且 存 在 极限 


lim u(xz)v(z), 
了 -十 co 


则 等 式 
[als)v(z)dz—u(z)u(z) 


| w(x)vlr)dz 


十 oo 


u(x)v(z) 


一 tm 人 aol 一 aea| 


a 


在 左 \ 右 端 积 分 之 一 收敛 时 成 立 . 又 若 其 中 之 一 积分 发 散 时 , 男 
一 个 积分 也 发 散 . 

对 于 f(x) 在 (一 co,6] 上 的 积分 ,也 有 相应 的 性 质 . 

注 ”类 似 于 Riemann 积分 中 分 部 积分 公式 的 推广 形式 ,对 
反常 积分 的 分 部 积分 公式 也 还 可 减弱 其 中 的 条 件 ， 


_ free 3zs 十 2z 一 ] ， 
例 1 考察 积分 一 |。 二 (1rdz 的 仇 散 性 
解 ”因为 我 们 有 


37°+2zx~1 1 十 2 
(rT:—1)(zt1)’: zi~l1 (zt+1)?’ 129 
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| dx -1 zx—1 “13 
: 2 一 1 2 zx+tll, ’ 


| 
2 (zx 二 1)? Zz 十 1|， 


所 以 积分 [收敛 且 T 一 去 ln3 十 3， 
例 2 考察 各 分 [一 | 站 -此 一 
12 考察 各 分 一 |， 二 的 全 区 性 
解 ” 作 变量 替换 z 一 二 , 则 dz= 一 纯 , 且 新 的 积分 限 成 为 
一 1,p=0. 我们 有 


_f dad =| dt 
1Vt +ttl ~° (2+ 主 ) + 
4 


2 ， 


沪 消 荐 泡 刀 王 中 


-in(:+ 二 +VETET| nm(1+ 协 ) 
例 3 计算 1=[” edx 
解 ” 采 用 分 部 积分 法 , 视 u(zx) = arctanz， do(z) 一 纯 之 则 
du 一 -和 ,o(z 一 一 去 .因此 ， 
1 二 人 5 时 DT- 芋 (人 -ij 
= (ned)| 一 王 十 2 


注 ”在 分 部 积分 的 分 项 操作 中 ,车 不 满足 公式 (3 中 ) 所 要 

求 的 条 件 ,是 不 能 把 无 穷 限 当 作 普 通 ( 实 数 ) 上 限 分 别 演算 的 ,而 
必须 回 到 原来 的 极限 定义 ， 请 看 
例 4 计算 I=j [平定 
130 人 解 对 任意 的 A>0, 我 们 有 


A Xxe™” 


,Ce 
Te 
下 证 


4 
1 十 上 


dz 一 


= 1 十 es 


一 A 一 


， A Xe * 
I = dim |. Cs 


一 ln2. 


并 


1 十 e |, 
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4 dz 


0 十 e = 


A 一 一 ln(1 十 ea4 ) 十 ln2 


A 
1+es 


一 4A 一 ln(1 十 er4) 十 ln2， 


dzr= i | 
A 一 十 cc 


lim 


志 人 一 In(1 二 e-) 二 ln2] 


思考 练习 解答 下 列 问题 


1. 计算 下 人 : 


of 


Gj = 


xdr 
G5) | rs rp 


a 


+t” Zdz 
0] re 0)’ 


+m 2 
(4) | Zie 7 dz; 


十 co 
[ 


zlnz 


(0) | ry” 


2. 设 | ( (党 i- 元 后 )dz 收敛 , 试 求 c 之 值 . 
3. 求 曲线 y= 二 e *(z 之 0) 绕 zx 轴 旋 转 的 旋转 曲面 面积 , 


4. 设 JEC([l,co))， 


试 证 明 A(z) 一 0(z 一 十 co). 
S 2 


从 无 穷 区 间 上 反常 积分 的 


敛 取 决 于 被 积 函数 当 zco 时 的 态势 . 为 便于 研究 ,我 们 先 考察 
函数 值 不 变 号 的 情况 ,这 实际 上 就 是 归结 为 fz) 之 0 的 情形 , 此 
时 ,重要 的 判别 法 是 比较 判别 法 .有 这 一 理论 葛 基 ,对 于 少数 取 


且 |” f(z)dz,| (x)dz 收 全 


无 穷 区 间 上 积分 收 比 与 发 散 的 判别 法 


定义 中 不 难看 出 ,该 积分 是 否 收 
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变 号 值 的 情况 ,最 简便 的 办 法 是 先 取 函数 的 绝对 值 使 其 转化 为 
非 负 的 情况 . 当然 这 样 做 并 不 能 根本 解决 问题 ,因为 非 绝对 收敛 
时 原 友 常 积分 仍 可 能 收敛 .所 以 ,问题 又 必须 从 极限 理论 的 基础 
开始 , 即 引 进 积分 形式 的 Cauchy 收敛 准则 . 考虑 到 这 一 准则 在 
具体 运用 时 的 困难 ,我们 还 有 基于 Abel 变换 而 针对 乘积 项 反常 
积分 的 Dirichlet 判别 法 和 Abel 判别 法 ， 


2. 1 非 负 函数 积分 伍 获 性 的 比较 判别 法 
比较 判别 法 主要 针对 非 负 函数 而 言 的 ,下 面 以 [fa ,十 co) 为 


例 论述 状 别 法 则 ,对 (一 o2,51 的 情形 也 有 相应 的 结果 . 
定理 8. 1( 有 界 性 定理 ) 非 负 函数 放 z) 的 积分 


1=|" f(z)dz 


收敛 的 必要 充分 条 件 是 :存在 正 数 M, 使 得 对 任意 的 4:4>a， 
均 有 


| f(z)ar<Mm. 0 
证 明 必要 性 .假定 1 收敛 , 即 存在 极限 
fem 
由 于 /(z) 是 非 负 的 , 故 积分 | 7(z)dz 随 A 增 大 而 递增 , 故 
| /C2)dreM,(a<A). 
充分 性 ， 假 定式 中 成 立 , 则 由 f(z) 的 非 负 性 , 说明 积 分 
站 f(x)dz 随 A 增 大 而 有 上 和 界 . 由 此 知 极限 lim f(z)dz 存 


在 , 即 [收敛 . 
例 1 设 /(z) 是 [1,co) 上 的 正 值 函数 若 | ”7(z) dz 收 


敛 , 则 反常 积分 
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收敛 . 
证 明 注意 不 等 式 
o<| dz<(| f(z)dz) 人 二 dz ， 


由 题 设 以 及 - 忒 { 记 > 总 ) 是 可 积 函数 , 即 知 结论 成 立 . 

(一 ) 函数 间 的 大 小 比较 判别 法 

上 述 有 界 性 定理 的 实质 就 是 要 控制 在 [<,A] 上 积分 随 A 的 
增长 度 ,从 而 首先 想到 的 是 ,利用 已 知 收敛 的 反常 积分 来 作 比 
较 . 

定理 8.2 设 有 定义 在 [4, 十 2) 上 的 两 个 非 负 函 数 /(x) 与 
g(z) ,它们 有 关系 ; 
| 0<f(r)<e(r), rE [a,t+™). 


+ 十 co 
(GD 着 | “se(z)dz 收 分, 则 | “7(z)dz 收 绩 ， 


冰 强 来 汉 姓 二 疏 


(2) 若 | “7(z)dz 发 散 , 则 | “ee(z)dz 发 散 . 
证 明 (1) 由 题 设 以 及 定理 8. 1 立即 得 知 , 当 A>a 时 有 
[rz)dr< | ez)azs| gz)dz. 

这 说 明 f(z) 在 [a, 十 oo) 上 的 积分 收敛 , 且 | f(z) dz < 
| gz)dz. 

(2) 由 题 设 知 ,积分 | f(z)dz 作为 A 的 函数 无 上 界 ,因此 
g(x)az 也 无 上 界 . 由 定理 8.1 可知,|”g(z)dz 发 散 

例 积分 [一 | ”ze dz 是 收敛 的 ， 

证 明 ”因为 我 们 有 “> ,ZE (一 co,co) ,所 以 可 得 
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从 而 由 点 在 [1,ce) 上 的 积分 收敛 ,可 知 [收敛 


例 3 积分 I 一 | smzdz= 孔 
0 工 
+ sin 丈 
证 明 (1) 积分 |” 一 zdz 是 收敛 的 ,这 是 因为 有 不 等 
人 
章 Sin Zz 1 1 
反 式 0 一 用 去 ,而 方 在 [1,c") 上 的 积分 是 收 全 的 ， 
I 
常 
积 (2) 注意 到 公式 2d (sin’ 于 )=2sin 到 cos 去 一 sinz ,我 们 有 
分 a jo 
sinzx 1 。 2 并 
| dr =2| 二 dlsin 子 ) 
二 oo _ Sin2 本 
一 二 sinz 志 十 | 评 2 dz 


由 (1) 知 了 工 收敛 ， 
(3) 已 知 (第 七 章 4. 2 节 中 的 例 2) 
(ar 


0 sinzx 2 


lim|” (2— sz)sin(2n+1)rdz=0 ， 


0 I 


(参见 第 七 章 4.2 节 Riemann-Lebesgue 引 理 ) 故 可 得 
| sn(2n+1)zdz= 人 | sin(2n+ Dz 


0 z SINT 


+ (Sa )sin(2ntl)zdr™3 (7 一 co )， 


0 之 SIn 


从 而 我 们 有 
nFsin(2nt+ Dr 一 1 有 =- 三 型 
idlim) 
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t® dr 
例 4 |， Tnz)= 收 敛 . 
证 明 只 需 注意 不 等 式 (z 适当 大 时 ) 
(lnr)™ =zr™™) >’. 
1 


例 5 去 -去 <| -dz<1 十 二 
2 76 人。 和 2e- 


[7 \ 十 co 2 1 十 eo 2 1 、 
证 明 我 们 有 | e dz<| az+| re dz 一 1 十 元 以 


及 | ee dz>| oe dz>| ze dz 一 方 —Ze: 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 判别 下 列 反 常 积分 的 敛 散 性 : 
+% dz 十 zr” 
加 上 mm VW) 评 订 电 
2. 试 证 明 下 列 等 式 : 
+ Sin3 工 x + sin’z n 
DD] de | 
3. 设 fEC([1,o0)), 且 f(z) 一 1 (zx 一 十 0), 令 F(x)= 
| 和 ax(e>o), 试 证 明 


F(z) ~ (z-> 十 co)， 
4. 设 ECKf0,o0)). 车 | f(z) dr 收敛, 试 证 明 


| 7Gz+oy7(z)dz(c>0) 收 伍 , (提示 :应 用 Cauchy 积分 不 等 式 ) 


(二 ) 函数 间 极 限 形式 比较 判别 法 
大 家 知道 , fF(z) 在 [a, 十 co) 上 的 积分 之 收敛 与 否 ,关键 在 
于 xz 十 cc 时 F(z) 的 增长 性 态 . 因此 ,在 比较 判别 法 的 条 件 
jz) 委 ge(z)，zEf[a, 十 co) 
际 上 只 需 比 较 当 z 充分 大 时 的 情形 . 即 若 存 在 4:4A>a 


中 , 实 
时 ,有 
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f(z)<g(z) 或 他 <1 
g(x) 

就 行 了 . 于 是 就 产生 了 下 述 结果 : 
定理 8. 3( 比 较 判别 法 的 极限 形式 ) 对 于 非 负 函 数 Alz) 在 
[ec, 十 ce) 上 的 积分 ,车 存在 g(z)>0,zEfe, 十 ce), 且 存在 极限 

f(r) 
A g(r) © 
则 当 4>0 时 ,积分 1=[ ”f(z)dz 与 7 二 | “g(x)dz 同 收 全 或 


同 发 散 ; 当 4=0 时 ,车 本 收敛 , 则 了 收敛 . 若 有 必 于 一 十 co (xz 
十 co), 则 当 7 发散 时 ,了 发散 . 
证 明 在 />0 时 ,由 式 @ 可 知 , 存 在 A:o<A< 一 十 co ,使 得 
F< < Ee(z)<f(z) az), 4 和 zxz 必 十 co. 
由 此 ,根据 比较 判别 法 定理 立即 可 知 , F(z) 与 8g(z) 在 [A, 十 co) 
上 的 积分 是 同时 收敛 或 同时 发 散 的 . 从 而 在 [a, 十 co) 上 也 有 相 
同 结论 ， 
在 /=0 时 ,由 式 四 可 知 ,存在 4:4>a, 使 得 
LS <e, f(x)<eg(r), AZZr<+o. 
由 此 ,根据 定理 8.2 可 知 , 若 了 收敛 , 则 了 收敛 . 
在 帮 革 一 十 oo (z 一 十 oo) 的 情形 , 必 存 在 正 数 MM 以 及 A: 
a<A< 十 ce ,使 得 
f(z) Co， 
gtr >M f(x)>Mg(r), Azr=+ 
由 定理 8.2 可 知 , 若 J 发 散 , 则 工 发 散 ， 
推论 8. 2 在 上 述 定理 中 , 取 g(zx)==x-*, 且 存在 极限 
lim x? f(x)=1>0, 


则 积分 | “7(z)dz 收敛 当 且 仅 当 p>>1. 
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全 6 积分 /一 |， -是 发 艇 的 


， 1 
证 了 明 因为 取 g(z) 一 \ 记 时 ,我 们 有 
1 1 


lim Vz 。 zz lim 。 
T+ VI 1 mimeVo—r ss V2 
所 以 I 发 散 . 
例 7 考察 积分 一 | Zl 


解 (1) p 守 1. 此 时 令 := 二 p 一 1>>0, 由 


十 oo 


—oo<p, ge<co 的 收敛 性 . 


e 
lim zl+z 一 一 一 一 lim 一 一 一 一 0 
Te 十 oo rit nr et ri ln 


可 知 了 收敛 . 
(2) p==1. 此 时 作 变 量 替 换 lnz 一 卢 则 得 


| dz -| 所 
2 Xlnx m2 £9 
由 此 易 知 一 1 时 ,有 结论 : 
4>1 时 ,IT 收 敛 ;g 委 1 时 ,I 发 散 . 
(3) p<<1. 此 时 令 e=1 一 2p 之 0, 由 


上 

. 一 .IF7 

lim 7 7 = lim 天 一 一 十 co9， 
二 co Xmlner :+olnr 


以 及 积分 
+ dx 
"a en 


2 x 
发 散 , 可 知 了 发散 ， 
思考 练习 ”判别 下 列 积分 的 敛 散 性 ; 


to zl 
上 | 1 十 Zdz; 


to dz 
2 
oo (Vz 二 1)Vz:—z+!1 


2.2 积分 的 绝对 收敛 
上 节 所 介绍 的 积分 比较 判别 法 ,是 针对 不 变 号 的 被 积 函数 _137 


阔 东 下 治 需 和 二 洲 
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而 言 的 . 对 于 函数 值 变 号 的 反常 积分 ,我 们 可 以 先 取 其 绝对 值 变 
成 非 负 函数 ,然后 又 可 以 应 用 比较 判别 法 了 . 这 就 引发 了 反常 积 
分 绝对 收 合 的 概念 . 

定义 8.3 设 fER([a,A]) (任意 的 A 之 a). 若 积分 


| AnD)laz ey 
收 伊 , 则 称 积分 | “7(z)dz 是 绝对 收 笋 的 ,此 时 也 称 /z) 在 [a， 
+co) 上 是 绝对 可 积 的 . 若 @ 发 散 ,而 | ”7(z) dz 收敛 , 则 称 


| “7Gz)dz 为 条 件 收 伍 


定理 8.4 车/(z) 在 [a, 十 co) 上 的 积分 绝对 收 依 , 则 .FAz) 
在 La ,十 cp) 上 的 积分 必 收 敛 . 

证 明 注意 到 不 等 式 0&|f(z)| 一 Azx) 志 21f(zr)|, 即 知 
积分 


| Ia 一 ma)]dz 


收 全 .再 将 Ax) 写成 Hx) 二 | 了 f(x)| 一 [1 f(z)1 一 及 x)] ,就 可 得 
到 f(z) 在 [a, 十 oo) 上 的 积分 收敛 的 结论 . 
定理 8.5 设 对 任意 的 A>>a,g€ R([a,A]), 且 g(x) 在 


[a,co) 上 有 界 .车 | “f(z)dz 绝对 收敛 , 则 积分 
[7Gz)g(z)dz 绝 对 收敛 , 且 有 


| |f(z)g(z) ldz<M| 一 | f(x) 1dz. 


其 中 |1g(z)1 委 M (ao 委 z<co). 
证 明 只 需 注意 |F(z)g(z)| 委 MI ARz)1o 委 zcz<co) 即 可 ， 


例 1 积分 I=| coszq7( p>1) 是 绝对 收敛 的 . 


rr 


< 直 . 根据 比较 判别 法 可 知 ， 


证 明 注意 到 不 等 式 
I 是 绝对 收敛 的 . 


COSX 
x? 
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例 2 积分 [一 | sinzzdz 是 收敛 的 . 
证 明 “应 用 变量 替换 x? 一 z 以 及 分 部 积分 法 ,可 得 


a 1 (2) so 
人 1 4J: 1 和 


注意 到 上 式 右 端的 积分 的 绝对 收敛 性 , 即 知 工 收敛 . 
例 3 积分 一 | Smzdz 不 是 绝对 收敛 的 . 


证 明 由 公式 


。 -2 
sinz | ~ sin Z_1_ cos2z >0， (zx>0), 
全 人 27 2z 


易 知 | sos2zdz 收敛 ,| ”元 dz 发 散 . 故 积分 
下 全 -区 


||az 发 表 


发 散 . 由 此 知 积分 


注 此 认为 可 加， 个 名 的 反 这 可 分 下定 
对 收敛 ,可 见 绝对 收敛 的 结论 要 比 仅 为 收敛 者 更 强 . 虽然 如 此 ， 


前 者 仍 不 失 为 判别 反常 积分 收敛 的 途径 之 一 . 
思考 练习 解答 下 列 问 题 : 
1. 判别 下 列 积分 的 敛 散 性 : 


(1) | arcton Wt (2) | (es 二 -1jdz; 


(3) | cosz?dz. (提示 ;参阅 本 节 例 2) 


2. 设 | f(z)dz 收敛 ,车 gE€R([1,A])( 对 任意 的 A> 
1 , 且 1g(z)| 生 M,1<z<co. 试 问 积分 | f(z)g(zx)dz 收 全 


吗 ? (提示 ， :7(z) 一 Smz D2, g(x)—sen (SE) ] 


dt， 


半 湖 涯 并 十 二 洲 
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3. 设 feC([1,ce)), 且 有 
g(z) 和 Hz)S hz)，1<z< 二 co 
(1) 若 | “1g(z) 1dz,| 1aCz) 1dz 洛 收 仇 , 试 证 明 
| Fez)dz 绝 对 收 伍 . 
(2) 若 | “sg(z) dz,| AMz)dz 旨 条 件 收效 , 试 证 明 
| A(z)qz 收 合 
4. 设 /EC([0,o0)),g(z) 是 [0,0) 上 的 有 界 连续 函数 ,车 
| “17(z)1az 收敛 , 试 证 明 
im | 7(z+Mg(z)dz=0 
hm 十 oovy0 
5. 设 fe c(Il,co)). 若 |、 疡 (z)dz 收 仇 , 试 证 明 
| 一 dz 绝 对 收敛， 
6. 试 证 明 积 分 | “zcosz'dz 收 伊 ( 提 示 : 作 莹 换 节 一, 化 
积分 为 到 | ，eoszdx 这 一 结论 说 明 , 对 收敛 的 反常 (无 穷 区 间 


上 ) 积 分 ,其 被 积 函数 在 zx->cc 时 不 必 趋 于 0, 而 且 还 可 以 是 无 界 
的 . 当然 ,如 果 存 在 极限 liimf(x) ,那么 必 有 帮 z) 一 0(z co)) 


7. 设 | f(z)dz 绝对 收 合 且 fEC"([1,00)). 若 17(z)1< 
M, 试 证 明 /四 一 0(z 十 0). | 提示 :| f(z) 了 (2) 条 收 全 


2.3 被 积 函数 的 主 部 分 离 法 


在 极限 形式 
lim z f(x)=>0 
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的 比较 判别 法 中 ,本 质 上 就 是 要 比较 A(z) 与 z* 在 z 一 十 oo 时 
的 大 小 因此 ,利用 初等 函数 与 署 函数 的 关系 , 先 从 f(z) 中 分 离 
出 主要 部 分 ( 霉 函数) ,无 疑 对 数量 结构 较 复杂 的 函数 来 说 ,是 有 
所 助 益 的 . 即 作 分 解 
f(z)=g(z)+R(z), 

使 R(x) 的 反常 积分 绝对 收 伊 . 这 样 , f(z) 与 g(x) 的 反常 积分 将 
同时 收敛 或 同时 绝对 收 全 

例 1 考察 积分 [一 | “tan( Smz ) dz 的 收 化 性 和 绝对 收 全 


性 . 
解 首先 ,因为 有 


sinz 
tan( 2) |~ 
所 以 I 不 是 绝对 收敛 的 . 

其 次 ,由 于 tany 二 y 十 R(y)，R(y)= 一 O(y*) (y-*0), 故 可 


(ZX 一 十 00). 


wz| 


得 
ten (22)= Sn 十 R(z ) 


R(z)=0( 二 ), (z=+o0); 1RCz)1 和 若 ，zyy1 
一 人 1R(z)ldz，| szdr 
收敛 ,从 而 了 收敛 


lncos 工 
例 2 考察 积分 1=| ”一 二 三 dz 的 仇 散 性 . 
解 ”因为 了 中 的 被 积 函数 是 负 值 , 所 以 只 需 看 广义 积分 


的 敛 散 人 性. 将 被 积 函数 写 为 141 


闷 诸 下 沼 山 二 小 


六 强 末 并 者 志 池 
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从 而 我 们 有 


1 
lncos 一 
工 


1 
本 


这 说 明 2 十 p>1 或 p> 一 1 时 ,I 收敛; 当 p 志 一 1 时 工 发 散 . 
2.4 一 般 秃 数 积分 伊 散 性 的 判别 法 


这 里 所 谓 的 一 般 判 别 法 ,是 指 被 积 函数 可 以 变 号 的 反常 积 
分 的 判别 方法 ,特别 是 那些 条 件 收敛 的 反常 积分 . 
(一 ) 积分 收敛 的 充分 必要 条 件 


定理 8.6(Cauchy 收效 准则 ) 积分 | f(z)dz 收敛 的 必 


要 充分 条 件 是 ,对 任 给 的 e>>0, 存 在 匀 :a 二 Xo, 使 得 当 x ,x 
满足 X 二 zx 二 x 过 cc 时 ,有 


fe)az|<e 或 ,lim [fla)dz=0 0 
证 明 记 上 限 变 量 z 的 积分 为 F(z) 二 | f(z)dz, 则 积分 


| 7(z)az 收敛 就 是 指 存在 极限 lim F(z). 
此 即 等 价 于 :对 任 给 e>0, 存 在 六:X>a, 使 得 当 x ,x 满足 X 二 
x < 之 过 oo 时 ,有 
[F(x) F(x)|<e. 
此 即 不 等 式 


reser rena <e. 


一 rear 
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注意 ,上 述 Cauchy 收敛 准则 是 反 
常 积分 收敛 的 充分 必要 条 件 ,因此 
还 可 用 于 判别 反常 积分 的 发 散 . 如 


图 8-4 所 示 , 即 若 存在 6 之 0, 对 于 二 0 
任 给 的 Xi:a<< 入 ， 总 存在 T,X 8-4 
X<<z < 尼 << 十 co ,使 得 


三 reoadzl>s 

则 F(z) 在 [a,ce) 上 的 积分 发 散 . 

例 1 设 f(z) 在 [1, ce) 上 是 单调 函数 , 旦 积分 工 - 
| 7(z)dz 收 策 , 则 有 lim zf Ca)=0 

证 明 不 妨 假定 f(z) 是 递增 函数 ,因为 1 收敛 ,所 以 根据 
Cauchy 收敛 准则 ,在 式 中 取 z 一 z,z* 一 2z, 可 得 

lim “4° f(z)dt=0. 
(1) 当 a 才 一 1 时 ,由 f(z) 的 递增 性 可 知 


a 十 1 (2x)"t!— xz"t! 


TH f(r) T(r) I 


六 型 激 治 山 二 洲 


= f(z)| rdi<z "AGL 


由 此 立即 得 出 所 要 的 结论 ， 

(2) a= 一 1 的 情形 请 读者 自 证 . 

例 2 设 f(x),g(z) 在 [a,o) 上 连续 可 微 , g(x) 有 界 ， 
(zx) 之 0 且 F(z) 一 0 (x 十 0), 则 积分 


十 oo 
=| ra)g'(z)dz 


收敛 ， 
证 明 ”对 于 充分 大 的 x <x ,有 


fra cast) Jf ea 
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阔 江 于 治 出游 


根据 g(x) 的 有 界 性 ,对 上 式 的 第 一 项 ,可 知 
,lim [f(r)g(z)] = ,lm [f(z)a(t)— f(z) g(r )] 一 0， 


至 于 第 二 项 ,由 于 
(WORT GIMAGLE TA A 


以 及 g(x) 的 有 界 性 也 可 得 ，hm | f(z)g(z)dz 一 0 因此 , 积 
分 1 收 全 
、 、 + dz 
例 3 设 /(z) 是 [0,co) 上 的 正 值 连续 函数 , 且 |。 5 收 
效 , 骨 
lim | 7z)dz= 二 oo， 


AH+oAA 


证 明 对 任意 的 A 之 0 ,我 们 有 


全 =- 企 VFG 二 as<( 人 rodz)(s7G5)， 


4< (70) (tS) 
由 此 易 知 结论 成 立 . 
思考 红 习 ” 试 证 明 下 列 命题 ; 


1 设 积分 | f(z)dz 收 伊 .车 f(z) 在 [a,co) 上 一 至 连续， 
则 f(z)->0 (x 一 十 %o). [提示 :反之 ,不 妨 假定 存在 /(z,) 之 
>0 (n= 二 1,2,…), 则 存在 8>0, 使 得 f(x) 之 f(z,) 一 也 (zr < 
<=+9)] 


2. 设 f(z) 之 0,xzE€[0,o0), 且 | f(z) dz 收 化, 则 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 
1r ns 1 f 
lm 二 | z f(z)dz=0. (提示 :人 段 估 计 ， 其 中 二 | > J(z)dz 委 


| ed 
3. 设 Je C([l,co)), 且 | f(z)dz 收敛 , 则 存在 me [1， 


~), 使 得 lim /(z,) 一 0. | 提示 : 注意 , |zoj 可 由 f(z,) = 


[rmaz 中 产生 | 
4. 设 积分 | f(z)dz 收 剑 . 若 当 * 一 十 co 时 ,zF(z) 递 减 


趋 于 0 , 则 lim zf(z)Inz =0. (提示 : 将 /(z) 写 成 = 从 萤 ， 参阅 


本 节 例 1 


{二 ) 函数 乘积 积分 的 收 伍 判 别 法 

在 众多 的 反常 积分 中 ,被 积 函数 往往 是 由 多 个 不 同类 函数 
构成 的 . 由 于 它们 之 间 在 数量 变化 性 态 上 的 差异 ,给 反常 积分 收 
敛 性 的 判别 带 来 了 困难 . 如 果 我 们 能 从 每 个 组 成 部 分 自身 所 具 
有 的 特征 出 发 ,就 可 判别 其 整体 的 广义 积分 的 收敛 性 ,那么 当然 
是 很 理想 的 事情 (如 同 分 部 积分 公式 所 做 的 那样 ). 本 节 所 介绍 
的 两 种 判别 法 , 正 是 从 这 一 角度 为 反常 积分 的 收敛 性 识别 提供 
了 方便 . 

定理 8.7({Dirichlet 判别 法 ) ”积分 


I=| /f(r)e(r)dz 


收敛 的 一 个 充分 条 件 是 ; 
(1) 设 对 任意 的 A:A>a,fER([a,A]), 且 f(x) 的 变 上 限 
积分 有 界 . 即 存在 正 数 M, 使 得 对 任意 的 A:A>>a, 有 145 


沪 消 辞 疗 寓 二 梁 
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renarl<m 

( 当 fEC([a,co)) 时 ,上 述 条 件 就 是 指 其 原 函数 有 界 ) 

(2) g(z) 在 [a, 十 2) 上 单调 , 且 有 lim g(z)==0. 

对 于 积分 | f(z)g(z)dz, 其 收敛 的 充分 条 件 也 闫 似 


证 明 首先 注意 到 , f(z) 与 g(x) 在 [a, 十 吕 ) 内 的 任 一 闭 区 
闻 上 均 可 积 , 从 而 由 题 设 知 , 对 任意 的 se<X<z 过 x 之 oo, 可 以 
建立 第 二 中 值 公 式 : 存 在 :x < ,使 得 


| roDa(oDdz=g(z | 7Gz)dz+ez) fz). 加 
其 次 ,对 任 给 se>0, 由 (2) 可 知 ,存在 X:X>a, 使 得 
lg(2) |<am Xt<o0. 
又 由 (1) 易 知 
€ € EA 
firear 一 人 reoac-[ f(x)dz 


6 
<||reoaz + 7(mdz| <2m. 
同 至 也 有 | | 7(z)dz| 2M 应 用 上 述 不 等 式 于 @ ,可 得 


<lsa ral tia) roaz| 


| [f(z)8(z)dz 


2M+ -ee. 2M=—e(X<x’ <). 


< 2% 


€ 
4 
根据 Cauchy 收敛 准则 ,7 收敛. 

例 4 积分 [一 | 到 zxdr，0<<co 是 收敛 的 ， 

证 明 应 用 Dirichlet 判别 法 , 视 Az)=sinz, 其 原 函 数 有 


界 ; 视 g(z) 一 也 , 它 在 [1,se) 上 递减 ,是 有 
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这 就 证 明了 工 收敛 . 
例 5 设 Fz) 在 [a,ce) 上 可 微 , 且 当 z 一 十 ce 时 , 产 (z) 严 
格 递增 趋 于 十 ce. 则 积分 


全 sin[ f(x)Jdz 


. 1 
lim “=—0, 0<< 娟 一 十 co. 


收敛， 
证 明 令 : 二 f(z), 则 由 题 设 知 ,存在 递增 的 反 了 水 数 z= 
广 "(),tEL[f(a),o0) 且 有 


潜 消 汗 风 媳 关 各 


dt 
®t, tr te, dr PTF 


to sint ， 


[sint f(z) ldr=| PTET 


i 1 my” 
因为 sinz 的 原 函 数 是 有 界 的 ,而 Fa 是 递减 趋 于 等 的 ;所 
以 根据 Dirichlet 判别 法 ,上 述 右 端 积分 收敛 . 由 此 知 工 收敛. 
例 6 考察 积分 
一 |” sinz dz (gs>0) 


Xx"— sinr 


的 敛 散 性 . 
解 首先 ,用 Taylor 公式 把 被 积 函数 写 为 
sinz _sinz| 1 1-snz 站 +sinz+of 工 
2 一 Sinz x 二 有 | 并 [+ 并 to( 云 )] 
7 


加 
SinZ ，Sin 并 
(总 


1 1 
一 sinz | 1 +o (去 ) (z=>+o0). 


Xr" 272 Dr 
其 次 ,根据 Dirichlet 判别 法 ,积分 
| tqz, | edz (a>0) 
1 


a 
1 


都 是 收敛 的 . 又 ,积分 147 
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|， [让 +o( 产 ja 


在 2c>1 即 c> 序 时 是 收 剑 的 ;在 < 方 时 是 发 散 的 . 这 是 因为 


余 项 R(z)=o( 喜 ) 在 x 之 1 上 连续 , 且 有 
1 


综 上 所 述 ,反常 积分 1 在 a> 六 时 收敛 ;在 oe 芝 方 时 了 发 散 . 
定理 8.8(Abel 判别 法 ) 积分 
1=| 7(zg(z)dz 
收敛 的 一 个 充分 条 件 是 ; 
(1) 7(z) 在 [a, 十 cc) 上 的 积分 | “7F(z)dz 是 收敛 的 ; 
(2) g(z) 在 [a, 十 co) 上 是 有 界 的 单调 函数 ， 
对 于 积分 | 7z)g(z)dz, 其 收 伍 的 充分 条 件 也 类 似 ， 


证 明 首先 注意 到 ,f(x) 与 g(x) 在 [a,%) 内 的 任 一 闭 区 间 
上 均 可 积 , 从 而 由 题 设 知 ,对 任意 ce<<X<z <x < 十 00, 可 以 建 
立 第 二 中 值 公 式 : 存 在 :x'<&<x ,使 得 


[f(z)a(z)dz=a(z)| f(z)drtele)| f(z)dz, © 


其 次 ,不妨 假 定 |g(z)| 委 M,zE[a,co). 现 在 对 任 给 的 e 盖 0, 由 
(1) 知 存在 X:X>a, 使 得 当 z, 忆 满 足 X<z < 全 <co 时 ,有 


上 eaz|< 壳 
由 此 ,对 二 <<6z 当然 也 有 
| 记 eoaz|< 况 ， raz| < 高 
因此 ,在 式 四 中 应 用 上 述 不 等 式 , 可 得 


To) 一 + 
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| 户 eosgcodz|silsco fr)ar 
+ig(z)1| fae| 
<M.E+M. -=e. 


2M 
根据 Cauchy 收敛 准则 , 工 收敛 ， 
例 7 积分 [| 9zarctanzdz (pp 这 0) 是 收 全 的 . 


证 明 应 用 Abel 判别 法 ， 视 f(x) 一 (p>0), 它 在 


[1,o2) 上 的 积分 收 全 (已 证 ); 视 g(x) 二 arctanx, 它 是 单调 有 界 4 
函数 ,因此 I 收敛 . 
例 8 AgEC(fae,co)), 又 g(z) 严 格 单调 (zz 二 A>a) 且 


g(z)- 坟 0. 若 | 六 g(z)7(z)dz 收敛 , 则 | f(z)dz 收 全 
证 明 只 需 注意 积分 等 式 (B>A) 
[roaz=|。 sy 


息 考 练习 解答 下 列 问 题 ; 
1. 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 ; 


(1) | sinz 2 Pmzdz; 


(2) | sin27 * sinzdz; 


TX 


ZE 


(3) | zzcos(er )dzji( 提 示 ;: 换 元 7 一 


(4) | si (z+27)dz. (提示 : 换 元 刀 十 2z 一 韶 
2， 试 证 明 下 列 命题 : 
(D 车 [zr PCz)dz(p>0) 收 剑 , 则 | f(z)dz 收 人 


(2) [sin(z?)dz 收 合 (提示 sinz _ 2 snp 
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3. 若 在 z 一 十 oo 时 f(z) 弟 碱 趋 于 0, 试 证 明 |” f(z)dz 与 


| flz)sint zdz 同 敛 散 . 
4. 试 证 明 下 列 等 式 : 
(1) lim z| 三 sintd 一 0; 


(2) lim 1z| 3 :dx 一 六 


欠 
加 | sintdz 
Tr 


(提示 ， | sintgs| = 
5. 设 fECM([1,00)), 且 f(z) 递减 趋 于 0(x 一 十 co), 试 
证 明 | f(z)sin?zdz 收敛 . 


< 各 ,A>z| 
I 


冰 强 珠 河 击 > 洲 
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§ 3 无 界 函 数 的 积分 一 一 瑕 积分 


3.1 瑕 积分 ?的 定义 

为 陈述 简便 起 见 ,我 们 约定 :在 点 z=zo, 若 对 任意 的 6>0， 
f(x) 在 (zo 一 6,zo) 或 (zo ,zo 十 6) 有 定义 且 是 无 界 的 , 则 称 z 一 
z 为 f(x) 的 瑕 点 ,也 说 f(z) 在 z 一 ze 有 无 穷 间 断 . 

定义 8.4 设 f(z) 在 [a,b) 上 有 定义 , 且 对 任意 的 :>0,fE 
R([a,6 一 e]), 点 x 二 56 是 f(x) 的 瑕 点 .车 存在 极限 

lim| f(z)dz, 四 
则 称 f(z) 在 [a,65] 上 (关于 点 5) 的 瑕 积分 收 钱 或 存在 ,其 极限 值 
称 为 此 瑕 积分 的 值 ,并 记 为 
[ f(z)dz 一 im f(x)dz. 

此 时 也 称 f(z) 是 在 Fa,5] 上 可 积 的 . 若 式 极限 不 存在 (包括 等 于 


150 加 瑕 积分 是 反常 积分 (广义 积分 ?的 一 种 . 
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无 穷 的 情形 ) , 则 也 说 /(z) 在 [a,6] 上 的 下 积分 | f(x)dz 发 散 或 


不 存在 . 
类 似 地 , 当 xz 一 a 为 f(x) 的 瑕 点 , 且 对 任 给 的 。>0， 


fER([a 十 e,6]) 时 , 若 存 在 极限 
lim f(x)dz, © 


t=*0Ja 


则 称 f(x) 在 [a,6] 上 (关于 点 a) 的 瑕 积分 收敛 或 存在 ,其 极限 值 
称 为 该 瑕 积分 的 值 ,并 记 为 


Pe tgp ee 
若 式 @ 中 极限 不 存在 (包括 等 于 无 穷 的 情形 ), 则 也 说 7(z) 在 
[4,6] 上 的 到 积分 | f(z)dz 发 散 或 不 存在 ， 


例 1 取 积 分 1=| 一 至。 (p>0) 收 伊 当 且 仅 当 p<1. 


(zx—a)? 
证 明 当 p>0 时 ,zx 一 a 是 被 积 函 数 的 唯一 瑕 点 ,此 时 当 
p 关 1 时 我 们 有 


im| lim [下 | 
te*0+ ate (XT—a)? wot+l—p (8—a)?*™! ee 1 


1 
-pe p<1; 


一 co ， p>1. 
当 p=1 时 ,我 们 有 
. bs dz . 
lim | =lim[In(b—a)—Ine]=—o. 
er0+ JateT™— a er0++ 


这 说 明 ,该 下 积分 只 在 p<1 时 收敛 

作为 一 个 特例 ,可 知 瑕 积分 | ,5 (p>0) 在 且 只 在 p<1 时 
收敛 

此 外 , 同 理 可 证 下 积分 | Sr,2>0 在 且 只 在 p<1 时 
收敛. 
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例 2” 瑕 积分 [一 | jnzdz 是 收敛 的 . 
证 明 易 知 z=0 是 Inz 的 瑕 点 . 因为 有 


1 1 
tm | Inzdzr= lim (zlnz—z)| =lim(—elne—1+e)=—1, 
E00 二 Je Ee—*0+ : ee0+ 


所 以 该 瑕 积分 收敛 . 

对 于 具有 两 个 性 点 以 上 的 瑕 积分 ,我 们 给 出 下 述 定义 ， 

定义 8.5 设 a<<c<b, 且 积分 

| redz, { f(z)dz 9 
均 为 瑕 积分 ,其 中 或 z=a,6 为 F(z) 的 瑕 点 ;或 z=c 为 F(z) 的 
琶 点 . 若 式 @ 中 两 个 积分 均 收 傅 , 则 称 f(z) 在 [a,6] 上 的 瑕 积分 
收敛 或 存在 , 且 记 
[ flz)dr | f(z)dz+| f(z)dz, 

车 式 @ 中 的 积分 至 少 有 一 个 是 发 散 的 , 则 称 f(zxz) 在 fa,6] 上 的 
瑕 积分 发 散 . 

注 在 上 述 定义 中 , 当 z=c 为 琶 点 时 ,为 判定 [ 7(z)dz 
的 敛 散 性 ,我 们 需要 计算 的 是 两 个 极限 式 的 和 : 

lim[ f(z)dzt lim| f(z)dz, 
而 不 是 
lim (六 rartr /aaz 
1 arccosz 
arccosz dx、 

例 3 考察 | ,2eee x 

解 ” 易 知 x= 一 1 是 被 积 函 数 的 瑕 点 ,但 x 二 1 则 不 是 , 因 
为 我 们 有 

» arcCOST 
lim 一 一 一 一 一 1 
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即 被 积 函 数 在 点 z=1 附近 是 有 界 的 . 从 而 


1 
arccOsx arCCOS 工 
| -天 dz 一 im 一 一 一 d 
1 


1 
/一 7 30+J 1+ /1— x 


1 . 2 ne 
一 二 Jimarccos:( 一 1 十 8) 一 可 ， 
2 80+ 2 


思考 练习 

设 对 任意 的 n,fER([a,5 一 去 |), 且 F(z) 是 f(z) 在 [a,6) 
上 的 原 函 数 ,xz =6 是 f(x) 的 瑕 点 , 若 存 在 极限 lim F(z) = 
F(5 一 ), 则 f(z) 在 [a,5] 上 的 到 积 分 存在 , 且 有 


| f(z)dr=F(6—)—F(a). 


深 消 诸 河 出 二 尘 


3. 2 积分 的 基本 性 质 


无 论 瑕 点 在 z=a 或 = 处 , 慑 积分 的 敛 散 性 都 是 由 变 
(上 、 下 ) 限 积分 的 极限 来 界定 的 ,而 基础 的 计算 是 内 部 区 间 上 的 
定 积分 . 因此 ,关于 定 积分 的 许多 运算 性 质 均 可 自然 地 扩展 到 也 
积分 中 来 ,其 证 明 也 雷同 . 这 些 性 质 为 瑕 积分 值 的 计算 简化 了 手 
续 , 现 列 如 下 :( 证 明 路 ) 

1. 《线性 性 质 ) ”车 瑕 积分 


| f(z)dzr, | g(x)az 

收敛 , 则 对 任意 的 实数 “以 及 B,af(z) 十 Bg(z) 在 [a,b] 上 的 表 
积分 收敛, 旦 有 

六 er(z)+pg(Cz)]dz=o| f(z)dz+p| g(x)dx. 

2. (类 Newton-Leibniz 公式 ) 设 F(z) 在 [ae, 引 上 的 瑕 积 
分 收 全 

0) 若 z=6 是 f(x) 的 障 点 , 且 F(x) 是 f(x) 在 [a,5) 上 的 
原 函 数 , 则 有 153 
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[ fz)dr=F(b—)— F(a). 
(2) 若 z=a 是 F(z) 的 下 点 , 且 F(x) 是 f(x) 在 (a,b] 上 的 
原 函数 , 则 有 
| f(a)dz=F(6) -F(at). 
3，( 换 元 公式 ) 设 f(z) 在 [a,5) 上 连续 ,x 一 6 是 下 点 ， 
g(1) 在 [a,8) 上 连续 可 微 , 且 有 
a—p(o) SP) <limpls) =p(p—)=6, 
则 等 式 
readz=| fg) (de 
在 左右 端 积分 之 一 收敛 时 成 立 ;又 当 其 中 一 个 积分 发 散 时 , 另 
一 个 积分 也 发 散 . 
在 z=a 是 琢 点 时 ,也 有 相应 的 性 质 . 
4，( 分 部 积分 公式 ) 设 u(z),v(z) 在 [a,6) 上 连续 可 微 ， 
z 一 6 是 瑕 点 , 且 存在 极限 
lim u(x)v(z), 


则 等 式 
| u(xz)v (zx)dr=u(z)v(zr) 


二 v(x)u (zx)dz, 


一 imu(z)o(z) 一 Ma)ata)j 


在 左右 端 积分 之 一 收敛 时 成 立 . 当 其 中 一 个 积分 发 散 时 , 另 一 
个 积分 也 发 散 . 
在 z=a 为 乙 点 时 ,也 有 类 似 结论 . 


、 1 (Vz 二 +1)? 
了 一 一 一 一 一 一 一 一 。 
例 1 计算 | 万 dz 
解 z=0 是 瑕 点 ,我 们 有 
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! dz_ 31 


"于 | 要 + 5 
例 2 :=| 二 eos 方 dz 收敛 
证 朋 只 需 注意 ( 换 元 :一 二 ) 
一 I= 上 | COs 去 d( 二 ) =[ cos dz. 
例 3 | tc- 一 
解 用 分 部 积分 法 , 视 *(z) 一 lnzvdo(z) 一 “正骨 du(z) 一 


OT 


1 ]nz 
| 本 _- 引 此 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 
一 一 此 一 = 示 . 作 了 一 
1 试 证 明 | 一 元-s 机 一 可 提示 : 作 变 量 蔡 扫 


acos 二 bsimt0<t< 吉 ] 
2. 车 现 积 分 | 7(z) dz,| g(x) dz 均 收敛 ,试问 积分 


| Ace(z)dz 收 俩 吗 ? ( 扫 示 :考察 [0,11 上 的 二 】 


3. 设 肤 积 分 | /(z)dz 收 化 ,z=b 是 f(x) 的 也 点 , 则 存在 
HE (一 ce ,co) ,使 得 
| f(z)dr=p(b—a). 
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4 试 证 明 | = /一 一 er 一 训 xa! [提示 : 设 三 - = 
0 QG 一 工 8 @ 一 式 


§ 4 瑕 积分 收 敏 与 发 散 的 判别 法 


在 用 极限 结构 界定 的 量 值 或 概念 中 ,我们 已 多 次 认识 到 极 
限 存在 性 研究 的 重要 意义 ,对 瑕 积分 这 一 课题 也 同样 如 此 . 本 节 
的 目的 ,就 是 要 在 尚未 求 出 环 积 分 值 的 情况 下 从 被 积 函数 本 身 
来 判断 它 的 仇 散 性 . 

不 难看 出 ,也 积 分 收敛 与 否 ,取决 于 被 积 函数 在 瑕 点 附近 的 
性 态 . 为 简便 起 见 ,我 们 分 别 两 种 情况 加 以 讨论 : 一 是 函数 值 不 
变 号 ,不妨 假定 函数 是 非 负 的 (否则 以 一 六 代替 /) ,此 时 最 典型 
的 判别 手段 是 比较 判别 法 ;二 是 被 积 函数 值 变 号 的 情况 ,此 时 自 
然 地 会 引出 绝对 收敛 的 概念 ,而 一 般 的 判别 法 ,除了 Cauchy 准 
则 (这 是 极限 存在 性 理论 普遍 原理 的 具体 体现 ) 外 ,还 有 将 被 积 
函数 视 为 两 部 分 分 别 考察 的 Dirichlet 判别 法 和 Abel 判别 法 ， 
由 此 可 见 , 论 述 瑕 积分 收敛 判别 法 的 体系 与 无 穷 区 间 上 的 积分 
完全 相同 . 

4.1 非 负 函数 积分 敛 散 性 的 比较 判别 法 

这 里 ,主要 介绍 瑕 积分 两 种 形式 的 比较 判别 法 . 为 简便 起 
见 ,在 下 述 定理 中 ,总 是 假定 被 积 函 数 在 整个 区 间 上 是 非 负 的 ， 
而 且 在 说 到 z=a (或 < 一 6) 是 副 点 时 ,认定 对 任意 的 >0, 有 
fER([ate,6), (FER(La,6—e]). 

定理 8.9 (积分 收 化 与 积分 有 界 的 关系 ) 设 * 一 5 是 F(z) 
的 瑕 点 , 则 f(x) 在 [a,5] 上 瑕 积分 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :存在 
正 数 M ,使 得 对 一 切 se:0<e<b 一 a, 有 

| f(z)dr<M. 0 


在 z=a 为 f(z) 的 瑕 点 时 ,上 式 改 为 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


| f(z)dr<M, 0<e<b—a. 
证 明 充分 性 .因为 /(z) 是 非 负 的 ,所 以 | “f(z)dz 作为 
= 的 函数 随 e 的 减 小 而 递增 . 如 果 式 四 成 立 ,那么 它 又 是 有 上 办 
的 . 从 而 存在 极限 


im| f(x)dz. 


即 fz) 在 [a ,65] 上 的 瑕 积分 是 收敛 的 . 
必要 性 . 假定 jz) 在 [ce, 纪 上 的 瑕 积分 是 收敛 的 ,此 时 如 果 


式 @ 不 成 立 , 那 么 积分 | f(z)dz 将 随 e 减 小 而 成 为 递增 无 上 
界 的 函数 . 因此 有 
这 与 瑕 积分 收敛 竹 假设 矛盾 , 故 式 四 必须 成 立 ， 

同 理 可 证 一 a 为 /(z) 的 瑕 点 的 情形 ， 

(一 ) 西数 间 的 比较 判别 法 

有 了 上 述 结论 ,对 于 非 负 函数 的 瑕 积分 ,只 需 考察 变动 上 
(下 ) 限 的 积分 的 有 界 性 即 可 . 为 此 ,我 们 首先 想到 的 是 ,用 已 知 
收敛 (或 发 散 ) 的 现 积 分 来 与 未 知 的 下 积分 进行 比较 ,从 而 归结 
为 被 积 函数 大 小 的 比较 

定理 8. 10( 函 数 间 的 比较 ) 设 有 定义 在 [a,6) 上 的 两 个 非 
负 函 数 f(z),g(z),z=6 是 它们 的 公共 瑕 点 ,而 且 f(z) < 
g(x) ,rE [a,b). 

() 若 g(z) 在 [ae,5] 上 的 耻 积 分 收敛 , 则 f(z) 在 [a,5] 上 的 
联 积 分 也 收敛 , 且 有 

o<| f(z)dz<| g(r)dr. 


(2) 若 F(z) 在 [ae,b] 上 的 瑕 积分 发 散 , 则 gg(z) 在 [a, 引 上 的 
瑕 积分 也 发 散 . 
对 于 z=a 是 瑕 点 的 情形 , 若 有 157 
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f(r)&g(r), rE (a,6], 


其 结论 也 类 似 . 
证 明 由 于 f(x)g(x),XE€ [a,b), 故 有 


b—e b—e 
o<| f(z)dz<| g(x)dr, 0<e<b—a. 


(1) 根据 题 设 ,g(x) 是 可 积 的 ,存在 正 数 M, 使 上 述 右 端 不 
超过 M. 因此 也 就 有 
| f(z)dzrEM, 0<e<b—a. 


即 f(z) 在 [a,6] 上 的 环 积 分 收 全 
(2) 据 题 设 , |“ f(z) dz 是 无 上 界 的 . 从 而 可 知 


[OEE Ne ERE 


1 
例 1 肌 积 分 | 一 到 一 一 二 dz 是 收敛 的 . 
证 明 有 :0 是 和 各 二 才 和 .上 有 


cos? 二 1 
0 过 过- 一 ，0 一 zx 所 1. 


注意 到 g(z) 一 - 记 在 [0,1] 上 的 丽 积 分 存在 ,可 知 原形 积分 收 
敛 . 


1 dz 
分 1 二 
例 2 刺 积 分 一 上 万 
证 明 将 被 积 函 数 写 为 (z=1 是 被 积 函 数 的 瑕 点 ) 
1 __1 1 
Vi—zx Vi 一 zwViI 二 xz 十 好 


注意 到 -万 在 [0 1] 上 是 有 界 的 , 记 其 上 确 界 为 M ,我们 
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(zE[0,1))， 


1 < 一 AM 
< 
Vl—zx Vl—z 


AM 、 4 > AN 
因为 &(x) 一 有 = 三 人 在 [0,1] 上 的 懂 积 分 收敛 ,所 以 瑕 积分 1 收 
敛 . 


例 3 判别 积分 一 | S92dx，p>0 的 仇 散 性 . 


解 ” 当 z 委 1 时 ,被 积 函数 是 有 界 函 数 , 且 在 [0,1) 上 是 连 
续 的 ,因此 在 通常 意义 下 是 可 积 的 . 

对 于 >1z=0 是 被 积 函 数 的 瑕 点 , 此 时 注意 到 正 数 9>0 
充分 小 时 ,在 (0,6] 上 有 
1 1 nr sinr 1 < 一 】 


2 ri! ~ r? TI ZX! Pi 
从 而 根据 比较 判别 法 可 知 ,也 积分 工 在 如 一 1<1 即 p<2 时 收 
敛 , 如 立 2 时 发 散 . 


上 述 例 解 的 关键 点 在 于 ,如果 在 瑕 点 (不 妨 设 为 zx 一 4) 附 
近 , 有 估计 式 
IDS fn, 
则 瑕 积分 在 前 一 种 情形 当 a 过 1 时 收敛 ,在 后 一 种 情形 当 a 宇 1 
时 发 散 . 这 就 引导 出 比较 判别 法 的 极限 形式 , 它 在 许多 实际 应 用 
中 更 加 方便 ， 
(二 ) 极限 形式 的 比较 判别 法 
定理 8.11 设 x=b 是 f(z),g(7z) 的 公共 瑕 点 . 又 g(x) 关 
0,zE [a,5b), 且 存在 极限 
f(z) @ 
区 


则 若 />0 ,那么 f(z) 与 g(z) 在 [a,6] 上 的 丽 积 分 或 同时 收敛 ,或 
同时 发 散 . 


在 z=a 是 瑕 点 的 情形 ， 车 存在 极限 lim 帮 于 一 上 , 则 结论 也 159 
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证 明 由 式 凶 可 知 ,存在 :ae<c<b, 使 得 


< 及 于 一 了 7!, cz, 
g(r) 


或 写成 
$8(z)<f(z) Fe(z) ,cr 


若 8(z) 在 La, 旨 上 的 瑕 积分 收敛 , 则 根据 右 端 不 等 式 以 及 定理 
8. 10 可 知 ,f(z) 在 [c,6j 上 的 殿 积 分 也 收敛 ,从 而 可 推 知 f(z) 在 
[a,b] 上 可 积 . 

若 g(z) 在 [a,6] 上 的 瑕 积分 发 散 , 则 根据 左 端 不 等 式 以 及 
定理 8.10 可 知 , f(z) 在 [c,b] 上 的 瑕 积分 也 发 散 ,从 而 可 推 知 
f(z) 在 [a,6] 上 不 可 积 . 

注意 ,我们 还 不 难 导 出 下 列 结论 ; 

(1) 若 /=0, 且 g(x) 在 [a,b] 上 可 积 , 则 f(z) 在 La,6] 上 也 
可 积 . 


(2) 车 tim 此 于 一 十 co, 且 g(z) 在 [a, 约 上 的 瑕 积分 发 散 ， 


则 .F(z) 在 fa,2 上 的 瑕 积分 也 发 散 ， 
应 用 上 述 定理 时 ,关键 是 要 选取 g(z) ,而 其 中 常用 者 为 
1 
(x—a)’ (6b—zx) 
也 就 是 说 ,对 x=a 或 z=5 是 也 点 时 ,应 作 极限 运算 (>0) 
lim (x— a)’ f(x), lim(é— xX) f(rx). 


当 4 二 1 时 , 若 上 式 极限 存在 , 则 /(z) 在 [a,6] 上 的 琶 积 分 收 伊 ; 
当 X 迪 1 时, 若 上 式 极限 企 在 且 不 等 于 零 , 则 f(x) 在 [a,5] 上 的 
瑕 积分 发 散 . 

全 4 这 XEdz 是 发 散 的 ， 

证 明 ”只 需 注 意 z 二 1 是 被 积 函 数 的 孔 点 ,以 及 极限 等 式 
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所 


lim (z 一 1) 站 过 一 1， 
例 5 := msinzdz 一 | Incosxdzx= ~ 了 In2， 
证 明 (1) 根据 极限 式 (z=0 是 被 积 函数 的 瑕 点 ) 


lim zalnsinz 一 lim (zlnz+ eln So )=0 (42>>0), 
Xx—0+ Ze0 十 


取 4 一 去 , 即 知 了 收敛 
(2) 作 变 量 替换 rz 一 x 一 和 z 一 本 一 9 可 得 
了 -| lnsin0d0，TI 一 | lncosbdb. 


因此 ,我 们 有 1 一 记 | lnsingag 再 作 蔡 换 9 一 29, 并 注意 到 sin29 
一 2sinpcosg ,可知 


1= | “lnsin2pdp 一 | ?jn2dg+ | 
0 0 


亚 
2 


lnsinpdp 十 | 2 Incospgdg 


0 


A 
一 广 jn2 十 2 


移 项 后 算出 I= 一 亡 In2. 


在 极限 形式 的 比较 判别 法 中 ,一 种 特定 情形 就 是 /=1, 也 
即 有 对 等 关系 : 
f(x)~g(X) (Xa 二 或 rb 一 ). 
此 时 ,牢记 函数 在 极限 过 程 中 与 某 种 寿 函 数 的 等 价 性 是 很 方便 
的 . 
、，_ fln(1 十 3 Ve) ， 
例 6 丽 积 分 I=|， dr 是 收敛 的 , 
证 明 z=0 是 被 积 函数 的 瑕 点 ,我们 有 
In(l+ Yr) Vr 1 (x0+). 


Vzsin Vz rT Yr 


尝 消 革 网 者 二 梁 


志江 于 汉 出 王 小 
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由 此 知 工 收敛 . 
思考 练习 解答 下 列 问题 
1. 判别 下 列 积分 的 敛 散 性 ， 


0) | es; (2) | szdz(m<m; 
<”_dz ! _lnz 
| A | -至 d 
2， 判 别 下 列 积分 的 剑 散 性 
w|i a Inz=In[1—(1—z)]) 
(2) [In(1 一 喜 ) dc. [提示 : 换 元 民 一 十 ,再 以 雪 为 分 
点 分 区 间 ] 


4.2 了 瑕 积分 的 绝对 收敛 


当 f(x) 在 定义 区 间 上 的 值 要 变 号 时 ,我 们 有 一 种 简单 的 方 
法 让 它 成 为 不 变 号 的 , 那 就 是 取 其 绝对 值 , 即 | f(x)|. 当然 ,这 
样 做 后 ,必须 研究 FA(z) 与 |A(z)| 的 焉 积分 收敛 性 之 间 的 关系 才 
有 意义 .为 此 ,我 们 引入 绝对 收敛 的 概念 , (下 面 总 是 假定 f(z) 
在 去 瑕 点 后 的 内 闭 区 间 上 可 积 ) 

定义 8.6 若 瑕 积分 


[f(z)1az 


收 全, 则 称 乙 积 分 | 7(z)dz 是 绝对 收敛 的 . 

为 判别 瑕 积分 是 否 绝对 收敛, 由 于 此 时 被 积 函数 已 呈 非 负 
性 , 故 可 采用 上 节 所 介绍 的 比较 判别 法 . 

例 1 瑕 积分 I= | 29zdz (1<p<2) 是 绝对 收 伊 的 . 


162 证 明 记 p==1 十 a,9<a<<1 ,注意 到 (zx=0 是 瑕 点 ) 
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1 


一 六 


Sin 
xP 


Sinzx 


一 | rire 


sinzx 
工 


lL 


rz 


么 


dz，1<z<2 收敛 , 即 工 是 绝对 收敛 


立即 可 知 瑟 积 分 | | 于 


的 . 

注 ”并 不 是 每 个 收敛 的 瑕 积分 都 是 绝对 收敛 的 (反例 将 在 
后 文中 给 出 ). 为 此 ,我 们 称 非 绝对 收敛 的 收敛 瑕 积分 为 条 件 收 
敛 . 下 述 结果 表明 ,绝对 收敛 的 瑕 积分 自身 必 收 敛 . 

定理 8$.12 若 /(z) 在 [a,6] 上 的 瑕 积分 绝对 收敛 , 则 f(z) 
在 [a,6] 上 的 瑕 积分 收敛 . 

证 明 注意 到 不 等 式 0<|f(z)| 一 fz) 志 2|f(zx)1, 即 知 
积分 


| E1702)1 -f(z) dz 
收敛 . 再 将 f(z) 写成 
f(r)=|f(7)1 [| f(r)1— f(x)], 
就 可 得 到 了 f(z) 在 [a,65] 上 的 瑕 积分 收 人 钱 的 结论 ， 
例 2 设 f€EC([0,1]) 且 f(0)=0. 若 f(z) 在 z=0 处 ( 右 ) 
导数 存在 , 则 积分 
=| f(r)zr-idz 


存在 . 
证 明 ”由 f(x) 在 [0,1] 上 的 连续 性 可 知 ,对 任意 的 >0, 存 


在 积分 |，/(z) zdz. 因此 ,只 需 指出 存在 9> 0, 使 得 积分 


| 


此 外 ,因为 (0) 存 在 ,不 妨 记 为 1, 注意 到 


lim 6 站 


所 以 存在 Md 全 得 163 


冰 江 和 珠 治 坤 和 二 洲 


水 洪 汗 交 山中 
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| 多 |<w， zEf[0,6]. 
由 此 可 知 


| f(r) = SMzri, rE€E[0,6]. 


由 于 Mz-t 在 [0,6] 的 下 积分 存在 , 故 知 积分 | ，A(z)z-#dz 也 
存在 . 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 
. 1 
sin 


1. 一 dz(0<p<1) 是 绝对 收 伊 的 . 
2. 设 fEC((a,5b)),T=a 及 4b 是 f(x) 的 瑕 点 . 若 
上 PCoaz 收 策 , 则 | f(z)dz 绝对 收 全 


3. 设 了 = 是 7/(z) 的 甫 点 ,| f(z) dz 绝对 收敛 
gER([a,b]), 则 | 7(z)g(z)dz 绝 对 收敛 


4 3 一 般 函 数 积分 敛 散 性 的 判别 法 


这 里 所 谓 的 一 般 孙 数 ,是 对 被 积 国 数 值 在 定义 区 间 上 可 以 
变 号 的 情形 . 此 时 ,按照 焉 积分 收敛 性 的 极限 定义 ,自然 首先 是 
考虑 关于 极限 存在 性 Cauchy 准则 的 移植 . 然后 ,在 此 基础 上 又 
可 建立 其 他 一 些 有 效 的 判别 准则 ,它们 的 共同 特征 仍 是 自身 判 
别 , 即 不 必 借 助 外 部 的 任何 信息 (如 比较 判别 法 中 的 g(x)). 

(一 ) 环 积 分 收 煞 的 充分 必要 条 件 

定理 8. 13 ( Cauchy 收 钱 准则 ) (1) 设 z+=b 是 f(x) 的 玻 
点 , 则 f(z) 在 [a,6] 上 的 瑟 积 分 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 给 
的 e>>0, 存 在 :0 过 8<5 一 a ,使 得 当 x ,x 满足 6 一 6<<x < 了 一 
b 时 ,有 


164 | f(z) < 
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(2) zx 二 a 是 /(z) 的 瑕 点 时 , f(z) 在 [a,b] 上 的 瑕 积分 收敛 


的 充分 必要 条 件 是 :对 任 给 e 盖 0 ,存在 6:0<6<8 一 a, 使 得 当 
Xx .满足 4 过 x 过 x' < 之 a 十 6 时 ,有 


[WE D 
证 明 以 (1) 为 例 
必要 性 . 若 记 人 
章 
F(z)=| fa, 区 
5 常 
则 | 7(z)dz 收敛 等 价 于 存在 极限 如 
分 


lim F(z). 


而 后 者 又 等 价 于 对 任 给 的 >0, 存 在 6:0<<6<b 一 a, 使 得 当 zx、 
zf 满足 6 一 6<x’ < 过 x 过 6b 时 有 


IF(#) F(z) <e, 即 | fz)dz| < 
注 式 @ 也 可 写 为 lim .f(z)dz=0 
十 


(二 ) 函数 乘积 的 瑕 积分 收敛 判别 法 

Cauchy 准则 判别 瑕 积分 的 收敛 性 ,在 具体 应 用 上 并 不 总 是 
方便 的 , 因此 ,类似 于 无 穷 区 间 上 的 积分 ,我 们 也 有 相应 的 
Dirichlet 判别 法 和 Abel 判别 法 . 它们 也 是 针对 被 积 函数 是 不 同 
数量 结构 的 两 类 函数 乘积 而 发 的 . 从 简化 上 考虑 ,在 下 面 的 陈述 
中 加 强 了 条 件 . 

定理 8. 14(Dirichlet) 设 f(x),g(z) 定 义 在 [a,b) 上 ,z=6 
是 f(x) 的 瑕 点 , 若 有 

(1) fE C([a,5)), 且 在 [a,65) 上 的 诛 防 数 是 有 界 的 ; 

(2) g(xz) 在 [a,5) 上 单调 , 且 在 g(xz) 一 0 (zx 一 5 一 ), 则 积分 


| f(z)g(z)dz 收 全 
定理 8.15(Abel) 设 /(x),g(x) 定 义 在 [a,6) 上 . 车 有 165 
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GD) Je CC[a,6)), 且 积分 | 7(z)dz 收敛 ， 


(2) g(z) 在 [a,5) 上 单调 有 界 , 则 积分 | f(z)g(z)dz 收 


效 ， 
对 于 x 二 a 是 瑕 点 的 情形 ,也 有 类 似 的 条 件 和 结论 . 


证 明 (以 Dirichlet 判别 法 为 例 ) 作 变量 替换 x 一 6 一 二 或 


1 
一 一 一 刚 ]f 
和 二 : 则 得 


冰冰 肆 交 协和 名 


[WS ed (6-2)d. ® 


_1 
记 F(z)=| f(w)du 是 f(z) 的 原 函数 , 易 知 Ug (wm 
数 是 (6 一 二 ). 由 下 (zx) 在 [a,5) 上 有 界 , 可 徊 了 
[5 二 ,>) 上 有 界 .此 外 ,由 g(z) 在 [a,6) 上 单调 可 知 g (6 一 六) 


在 [5 二 ,~) 上 单调 , 且 有 


lim g (6—)= limg(z)= 0, 
于 是 ,引用 无 穷 区 间 上 积分 的 Dirichlet 判别 法 ,可 知 式 @ 右 端 
分 收敛 , 即 得 所 证 . 

例 考察 瑕 积分 [一 | sin (1 的 绝对 收 化 和 条 件 
收敛 性 ， 

解 ” 记 被 积 函 数 (z 二 1 是 瑕 点 ) 为 


1 . 1 
f(r) = rsin( Tz) ,g(x)=1—z 


166 的 乘积 , 易 知 /(z) 在 [0,1) 上 连续 , 且 其 原 函 数 一 cos (了 二 ) 是 
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有 界 的 ;g(z) 在 [0,1] 上 单调 , 且 g(z) 一 0(z 一 1 一 ). 从 而 根据 
Dirichlet 判别 法 , 知 工 是 收敛 的 . 
此 外 ,由 于 不 等 式 
1 


sin (7) |> 记 si (二 二 )， 
并 注意 到 瑕 积分 | sin’ (二 )1 是 发 散 的 , 故 了 不 是 绝对 收 


敛 的 . 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 
1. 设 F(z) 在 (0,1] 上 是 单调 函数 ,= 一 0 是 瑕 点 . 若 瑕 积分 


[zf(z)az 存在 , 则 有 


limzx’+! f(x)=0. 
Ye0 十 


冰 漠 铁汉 者 和 二 小 


(提示 :考察 | 7(a)dz,z>9j 
2. 设 frec([1l,2]),z=2 是/(z) 的 瑕 点 , 若 积分 
| aretanz . f(z)dz 存 在 ,试问 | f(z)dr 存在 吗 ? 


4.4， 带 瑕 点 无 穷 区 间 上 积分 仇 散 性 的 判别 法 


前 面 分 别 讨论 了 反常 积分 的 两 种 情形 :无 穷 区 间 上 的 积分 
和 瑕 积分 . 现在 我 们 来 考察 这 两 种 反常 积分 的 混合 情形 , 即 既是 
无 穷 区 间 上 的 积分 而 又 在 局 部 出 现 瑕 点 . 此 时 ,必须 在 两 种 反常 
积分 均 收 敛 时 才能 判定 其 收敛 . 

例如 , f(z) 在 [a,oo) 上 定义 . 若 z=a 是 f(x) 的 蛋 点 , 则 反 
常 积分 


je 
:=[ f(x)dz 
仅 在 积分 
| fr)dz, | rd 167 
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(c>a) 均 收敛 时 , 工 才 是 收敛 的 .上述 两 个 积分 之 一 发 散 , 工 发 
散 . 其 他 情况 可 类 推 . 


例 1 积分 1 一 | ”办 是 发 散 的 . 


证 明 取 c=1, 则 由 | 坚 仅 在 p<1 时 收 化 ,|” 旦 仅 在 


第 访 之 1 时 收敛, 可 知 反常 积分 了 发 散 ， 
章 、 \、， [+”Zx’sinc 
例 2 考察 广义 积分 [一 | 工 Snfdz (8>0) 的 收敛 性 . 
解 注意 到 “<0 时 z=0 可 能 是 蛋 点 ,因此 分 积分 为 两 部 
分 分 ; 
一 { | +| 滞 dr= 1 tl. 
对 于 工 , 记 被 积 函数 为 
Zesinr zx! sinx 


可 知 当 wa> 一 2 时, 收敛 . 
对 于 , 记 被 积 函数 为 
"Sin 。 TX 
1 l+x 
因为 | sinzdz 关于 A 有 界 ,而 3 在 8>a 时 , 随 十 co 递减 
趋 于 0, 所 以 根据 Dirichlet 判别 法 ,可 知 1 在 p>a 时 收敛 
综 上 所 述 ,在 >e> 一 2 时 了 收 合 
例 3 考察 Euler 积分 T(a) =[ ziezdz(gamina 函 


数 ,最 重要 的 超越 函数 之 一 ,详细 讨论 见 本 教材 第 三 册 )， 
解 首先 ,考察 无 穷 区 间 [1, 十 ce). 因为 不 论 a 为 何 值 ,都 


fr 


有 


a™l 
一 1 


， _ ， 元 
lim zz le *= lim 一 一 一 0， 
-十 co 十 co € 


L168_ 所 以 积分 
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十 co 
no)=| xe-dz, a€ (1,00) 
收敛 , 其 次 , 当 a 一 1<0 时 ,z=0 为 瑕 点 ,此 时 ,有 


limzx!' ze ie 一 1 
r=0+ 


这 说 明 积 分 
1(o)=— | > ole-zdz (a—1<0) 与 | 直 
同 敛 散 . 但 后 者 在 1 一 < 过 1 时 收敛 ,而 在 1 一 a 之 1 时 发 散 . 由 此 
知 I,(a) 在 a>0 时 收敛 ,在 c 委 0 时 发 散 . 
总 结 以 上 讨论 ,可 知 荆 (a) 收 敛 当 且 仪 当 a>0. 
例 4 设 JEcC([0,ce)), 且 


| ar (任意 的 c 盖 0) 
收敛 , 则 有 
=| az) 一 (ez)dz= f(0)In 2， Do ao 


证 明 由 题 设 知 ,对 任 给 e 汪 0, 下 述 反 常 积分 是 收敛 的 : 
[en a, [L000 La 
€ TX x 时 TX br I 


ae 


因此 ,由 中 值 定理 可 得 
[TE A [epar 
上 和 at Tr ZX 


注意 到 < 一 0 是 必 怠 的 联 点 ,我 们 有 
=im| A} dz=limf(9ln 之 = Fo) 也 


je 
例 5 | Snaz 一 snordz 一 0,a>>0,0>0， 
0 


证 明 考察 f(x) 二 sinz, 显 然 f(0)= o, 且 | dz (c> 
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站 涧 玉河 博 二 洲 


站 测 源 河 坤 >> 溃 


170 


因为 上 式 右 端 后 两 个 积分 有 界 ,而 第 一个 可 分 和 一 In vt ， 
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0) 收 敛 , 即 得 所 证 . 


例 6 lim 一 一 一 一 一 可 . 


DO 十 lnt 
证 明 ”对 分 子 作 变量 替换 y=x 4 , 则 得 
广安 dr | oo ce dy 


1 


=|. 宇 +|[- oa 


所 以 有 


十 oo ez ， 
dz 
| 并 一 In _ 
一 OO 二 lim 一 
t=0+ ln¢ mo+ lnt 


思考 练习 试 证 明 下 列 命题 : 


1 设 对 任意 的 正 值 a.6:a<6,| 人 型 dz 收敛 , 且 


lim f(x)=M, lim f(zx)=L, 
十 co 工 w0 十 


则 对 任意 的 <,B>0, 有 


积分 


站 Ve) sr (L—M)in £. 
2. | 一 二 es “一 eg-inf ,(a,8>0). 
3. | -aaaateo_acentgou z+ 一 至 In 生 ， , (0,8>0). 


注 记 


(一 ) 关于 比较 判别 法 


非 负 函 数 在 无 穷 区 间 上 的 反常 积分 不 一 定 者 能 用 比较 判别 法 ,例如 


一 一 qy. 
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| rdz [ dz 


0 1 十 ztcos2zr'” Jo 1 十 zcos2r 
前 者 发 散 ,后 者 收敛 . 但 我 们 可 用 无 穷 级 数 ( 见 第 九 章 ) 来 和 它 比 较 . 实际 
上 ,我 们 有 


(k—1)x 
一 zdz > 一- 
| I cos -> | Ux 工 十 .zt4cos2: 工 > > Vitk rn 


nH 7 
| 1 二 +x < > A Vi 二 ET 
(二 ) 关于 函数 的 极限 趋势 比较 判别 法 
用 函数 的 极限 趋势 比较 判别 法 是 针对 非 负 函 数 而 言 的 , 变 号 函数 不 


一 定 成 立 . 例如 在 0<a< 喜 时 ,积分 
[于 ( 收 伊 ), | 二 dz (发 散 ) 


1 一 Sinz 


沪 型 苇 风 才 二 泊 


sinz 


一 Sin7 
{三 ) 对 数 根 值 型 判别 法 简介 
命题 8.1 设 /(z)>0 (oe 秋 z<co),JER([a,0) (任意 的 6>a). 若 
有 
lim EA, 


Te 十 oo 
十 se 收敛 ， 一 ceo 委 六 一 一 1， 
| 7CDdz= | 禾 ， —1<p<+oo. 
证 明 (1) 车 p 过 一 1, 则 对 p 达 po 过 一 1, 存 在 X>a, 且 X>1, 使 得 当 
ZzZ>X 时 有 
EfD <p,, ln F(z)<<tnzp ， 


即 f(z) 过 zo (po 过 一 1) ,结论 成 立 . 
(2) 若 p 沁 一 1, 则 对 一 1 过 pi 过 十 oo, 存 在 X>a, 使 得 当 z 之 时 有 
hn A> yp, f(x)> 1. 
即 得 所 证 . 
命题 8.2 设 f(x)>0 (ae 和 xz<co), 且 对 任意 的 b>>a,f€R([a,6]). 
若 存在 >>0, 使 得 7z) 171 
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® » { 1， 
则 上 fd i 


(四 ) 反常 积分 中 值 公 式 简介 
命题 8.3 设 /(z),g(z) 都 是 [a,oo) 上 的 正 值 可 积 函 数 , 且 f(z) 是 一 


致 连续 函数 , 则 存在 6E (<,co) ,使 得 
人 roDg(zaz= 79| g(x)dz. 
证 明 ” 易 知 对 任意 的 ze ,存在 总 E (a,n) ,使 得 
人 rapgcaaz= 7e)| edz 
(1) 如 果 存 在 i 上: 名 一 十 oo(k 一 十 oo), 则 由 f(z) 的 一 致 连续 性 , 必 


冰 测 和 天 河 十 汪 小 


有 
limf( 6 )=0. 
”oo 


由 此 知 
六 ypg(apdz= 加 | f(x)a(s)dz—lim/(&,))" g(r)dr=0. 
a kecoJa 二 oo a 


这 是 不 可 能 的 . 
(2) 16| 是 有 界 列 , 故 存在 收敛 子 列 和 一 6 (hk->oo0). 随 之 有 fj ) 一 


H(6) (tco). 因 此 得 到 
[sas)dz =lim|* f(z) g(r)dr 
=limf(6 glz)dz=f(0)| e(z)dz 
命题 8.4 设 /(z) 是 [a,6] 上 非 负 递增 函数 ,又 z 二 a 是 g(z) 的 正点 ， 
且 | e(z)dz 收 伍 , 则 存在 4E (a 如 ,使得 
[f(s)alz)dz—/(6)| sz)dz 
证 明 易 知 站 /(z)a(z)dz 是 收 全 的 . 现在 考察 [a 二 十,b (>1) 上 


的 积分 ,我 们 有 
[f(a(z)de= (6)| g(r)dr (te). 


172 ”因为 1 和 1 是 有 界 列 ,所 以 存在 子 列 :6 ~e (k 一 co). 从 而 可 得 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


| reg(ndz=im| f(z)a(z)dr 


b 6 
=limf(6)| gz)dz=/(6)| gz)dz. 
(五 ) 瑕 积分 与 Riemann 和 
到 积分 不 是 Riemann 意义 下 的 定 积分 . 因此 ,一 般 地 讲 ,公式 | = 一 4 


是 7(z) 的 也 点 ,| 7(z)dr 收 级 


lim2— > f(at Elo))=| 7(z)dz 


moo 为 


不 一 定 成 立 .但 若 再 假定 Ax) 在 (a,5] 上 递增 , 则 上 式 成 立 . 


| f(s) > f(a+ 去 (6a)) 


nl ea 二 人 1 一 qd) 
四 
一 全 
n 


池 洪 弹 驹 协 汪 小 


b 


7F(z)dz=| flz)dz. 


at+ ea 
a 


以 及 寻 4w0 (no) 即 可 [注意 ,对 (0,1) 上 的 单调 本数 /x) ,即使 存在 


lim >) 二 六 (二 ) ,积分 | f(z)dz 也 可 不 存在 . ) 
全 @ 设 o> 一 1,5.(0)==1 十 2 十 … 十 wr (n= 二 1,2,…), 则 


han Sat) -at 
ro 了 SS,(a) 2 十 2 


证 明 注意 盖 ,z 是 单调 函数 ,又 


lim 1 =lim 
TEST 
1 k=1 n n 
1 
a 十 上 
fz dr rl 
二 一 
| =dz a 十 2 


173 


se i 
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洋 洪 总 六 吕 者 过 流 
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第 九 章 常数 项 级 数 


常数 项 (无 穷 ) 级 数 是 指 
> au 一 al 十 az 十 … 十 ao 十 …… 


n=] 


这 样 一 种 数学 表达 形式 ,其 中 的 a, (n= 二 1,2,… ) 都 是 常数 , 它 从 
a 开始 ,加 上 第 2 项 a ,再 加 上 a ,… ,依次 无 止境 地 加 起 来 . 

那么 ,这 样 没完 没 了 地 作 加 法 会 有 什么 结果 呢 ? 是 什么 意 
思 呢 ?这 实质 上 又 是 一 个 如 何 认识 和 处 理 无 限 运 算 过 程 的 问 
题 . 早 在 十 代 , 这 种 数学 现象 就 已 出 现 ,例如 古 希 腊 数 学 家 
Archimedes 在 求 抛物 弓形 的 面积 ,以 及 我 国 魏 晋 时 代 的 刘 徽 在 
求 单位 圆 面积 时 都 应 该 要 作 无 限 次 加 法 运算 (参阅 本 章 注 记 )， 
只 是 由 于 受 当 时 科学 思想 的 限制 ,不 能 作出 正确 的 操作 . 

伴随 着 微 积分 学 的 产生 与 发 展 ,无穷 级 数 的 运算 在 数学 中 
频繁 地 产生 , 例如 在 Newton 的 流 数 术 中 ,对 于 稍微 复杂 一 些 的 
代数 曲线 和 超越 函数 ,只 有 在 把 它们 展 成 无 穷 级 数 并 进行 逐 项 
微分 和 积分 时 才能 处 理 . 这 种 把 一 个 整 量 展开 成 无 穷 多 项 分 量 
之 和 的 思想 ,为 研究 函数 性 态 提供 了 强 有 力 的 手段 ,推动 了 级 数 
理论 的 发 展 ,开辟 出 新 的 数学 研究 领域 . 我 们 将 在 下 两 章 介绍 这 
些 内 容 . 

注 在 级 数理 论 的 展 述 中 ,大 家 将 会 看 到 , 它 与 无 穷 区 间 上 
的 反常 积分 不 仅 在 体系 上 有 类 似 之 处 ,而且 众 多 命题 的 陈述 方 
式 也 大 同 小 异 . 这 是 因为 在 本 质 上 ,两 者 皆 为 “ 求 和 "运算 ,只 不 
过 积分 是 对 (特定 结构 的 ) 连 续 变量 ,级 数 是 对 离散 量 而 发 的 . 因 
此 ,从 对 比 中 来 理解 它们 也 是 有 益 的 . 
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S 1 级 数 收 化 的 概念 和 必要 条 件 


设 有 数列 Qi 02 ”90 , 则 称 式 


>) as 一 ai 十 az 十 … 十 as 十 … 中 


n=1 


为 无 穷 常数 项 级 数 ,也 称 数值 级 数 ,而 称 a ,as ,… ,a, ,… 为 该 级 
数 的 项 , 称 a, 为 通 项 ,ai 为 第 一 项 等 等 . 
级 数 中 中 前 二 项 的 和 记 为 S，: 


S,= > @i 一 4 十 az 十 … 十 as (Si 一 9 十 aol) 
k= 


称 为 级 数 @ 的 前 n 项 部 分 和 . 当 n=1,2,… 时 ,前 ”项 部 分 和 又 
形成 一 个 数列 
{S11} :SS So 
前 面 已 经 提 到 ,级 数 中 只 是 一 个 表示 形式 ,我 们 必须 赋予 它 
确切 的 数学 含义 . | 
定义 9.1 若 级 数 驯 的 部 分 和 数列 {S.| 是 收敛 的 , 即 存在 
极限 


S=limS, =lim >) Qa, 
则 称 级 数 @ 是 收 合 的 , 称 S 为 该 级 数 的 和 ,也 称 该 级 数 收敛 于 
S, 且 写 为 S= S、 Qn 


若 n>oo 时 ,S, 的 极限 不 存在 (包括 x 一 时 ,S. 一 吕 ), 则 
称 级 数 @ 发 散 . 级 数 没有 了 “和 ”. 


从 定义 立即 可 知 ,级 数 > a, 与 > a, 的 敛 散 性 是 等 价 


的 ,这 里 mo。 是 任意 取 定 的 正 整数 。. 
例 1 设 mm 是 一 个 正 整数 , 则 级 数 175 
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1 1 1 1 


十 一 一 一 一 一 ,十 一 一 -一 十 .…- 


一 nnnm) lin 32tm) ttm ) 
是 收敛 的 , 且 其 和 为 
1 1 1 
0 
解 ”首先 用 裂 项 法 求 出 部 分 和 ,不 妨 认 定 xm ,我 们 有 


1 “1/1 1 
5, = 2 RET) 袜 丰 ( 伏 二 充 ) 


k=1 


洋 注 总 浸 白 杂 斗 各 


l/l1 ul ,| 1 1 1 1 
一 一 了 十 人 一 一代 | = 一 六 一 二 > 一. 
(2 
其 次 求 出 极限 ,显然 有 
tno 
1 1 1 
0<lim 2 Slimati0, 


"ono fi 


加 

从 而 可 得 limS, 一 二 p33 

注 ”级 数 的 收敛 与 否 是 用 数列 (部 分 和 序列 ) 的 极限 来 定义 的 . 因此 , 根 
据 极限 的 处 理 方法 (极限 的 存在 性 与 极限 值 是 什么 分 别 讨 论 ) ,对 级 数 我 们 
也 分 两 个 问题 来 研究 , 即 级 数 是 否 收 剑 (S, 当 n>co 时 是 否 存在 极限 ?)? 以 
及 当 级 数 收敛 时 其 和 是 什么 (8, 的 极限 是 什么 ?)? 求 和 是 一 个 较 困 难 的 问 
题 ,上 例 之 所 以 能 够 立即 解 出 ,是 因为 S, 可 以 用 裂 项 法 约 化 为 一 个 简明 的 
公式 . 级 数 的 主要 内 容 是 在 探讨 前 一 个 问题 . 实际 上 ,在 已 知 级 数 收 你 时 ,其 


和 的 近似 值 已 可 估算 出 来 ,这 对 许多 课题 而 言 已 足够 了 ， 
根据 级 数 Da 收 伊 的 定义 , 如果 记 R, = >， at， 那么 
n=1 nl 


> a. 收 全 的 意思 也 可 说 成 是 limR, 一 0. 


当然 , 它 在 一 般 情况 下 并 没有 获得 实质 性 的 进展 , 然而 知道 下 述 
176 ”关于 级 数 收敛 的 必要 条 件 则 是 不 可 或 缺 的 ， 
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定理 9, 1 级 数 > Cn 收敛 的 必要 条 件 是 :lima, 一 0. 

证 明 记 该 级 数 的 前 ” 项 部 分 和 为 S,, 则 按 题 设 存在 S, 使 
得 limS, 一 5. 因为 an 一 9 一 9。1 (n>1) ,所 以 

lima, = lim(S。 —S,_i )=limS, —limS,-, 一 9 一 9 一 0. 


2 十 1 
证 明 ”因为 我 们 有 


外 (器用 | -外 (一 5) -人 


例 3 > sin(na) (a 关 k7,kEZ) 是 发 获 的 . 


Pa 一 1 


证 明 我 们 指出 此 级 数 的 通 项 随 ”一 co 并 不 趋 于 0, 反 证 ， 
假定 sin(za) 一 0(z 一 co), 则 sin(n 十 1)a 一 0(n 一 00). 注意 到 
sin(n 十 1])a=sin(na)， cosa 十 cos (na) sina, 即 知 cos (na) 一 0 


(nx 一 co), 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 cos: (na) 十 sin’(na)=1. 
注 a 一 0 (no0) 不 是 级 数 a, 收敛 的 充分 条 件 ,例如 


是 立 (处 于 ) 是 发 地 的 


泣 洱 则 泡 夭 册 斗 小 


袜 二 发 艇 | 才 = In 十 CTe ,虽然 其 通 项 热 于 0. 不 过 ,在 


通 项 趋 于 0 的 情况 下 ,S,( 在 n>oo 时 ) 是 否 有 极限 也 就 可 由 Sz。 
在 ”co 时 的 极限 来 决定 了 . 这 是 因为 此 时 又 由 Si: = Sw 十 
Qazat1 可 知 ， Sz2ntl 与 Sz Ne 

1 


例 4 1 二 方 一 人 十 地 十 圭一 二 十 地 十 + 十 3 


2 _ 
gtat =n. 


证 明 注意 到 二 二 5 一 0,35 一 0 (no0). 从 而 考察 部 分 


洋 注 总 湾 尘 山寺 游 
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1 2 1 1 2 


its 3t"ta tit 3nt+3 
3m+3 #1 
1 1 
= S35 
之 k 和 2 3k 


二 ln(3n 十 3) 十 Ce 一 [ln(n 十 1) 十 C 二 &]==1n3 十 é,， 
s. 一 0 (7 一 co). 即 得 所 证 ， 

思考 练习 ”解答 下 列 命题 ; 

1. 试 证 明 数 列 {fai 收敛 的 充分 必要 条 件 是 级 数 


> (a 一 Qn+i ) 收 敛 . 
2, 设 as>a (nr~>co), 试 证 明 > (a 一 os+:) 收 敛 ,并 求 其 


和 和 . 
3， 试 求 下 列 级 数 的 和 : 


1 
一 一 人 小 :入 区 
(DZ 0TDD 万 人 后 和 '( 提 未 :对 分 母 有 理化 ) 


(2) 六 (VRHE -2VRHTT+ 全) (提示 :分 别 对 VF 二 5 一 
ViTI 与 ViTT 一 V4 有 理化 ) 
4. 记 > a, 的 部 分 和 为 5,. 若 有 Ss 一 5,as 一 0 (noo)， 


试 证 明 >) a =S. 
5. 试 证 明 级 数 > sin(mm) 发 散 


6. 设 (as 十 qo) 收 化 ,车 o ->0 (aco), 试 证 明 


oo 


六 a 收 人 
7. 试问 级 数 wa 一 al 十 az 一 必 十 … 十 oa 一 十 … 收 敛 吗 ? 试 
给 出 其 收敛 的 充分 必要 条 件 ， 
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8, 设 5) (一 1)"!as 一 0， am-1 一 A, 试 求 和 5S 
n=1] “ n=1 
一 > Qn. (答案 :24A 一 5) 


n=1 


9, 设 > 。 一 S. 若 limja 一 0, 试 证 明 Dn, 一 an+1) 一 


n=1 
sh 1,1 1 1 
10. 试 证 明 1 一 亏 十 可 一 到 十 可 一 人 … 二 jn2， 
11. 设 o>0 (n=1,2,…)，》) a, 收敛 , 记 R,= > ae, 试 
有 # 一 】 给 十 


证 明 2 大 -二 ~VR 


S 2 收 敏 缓 数 的 运算 性 质 


本 节 所 介绍 的 关于 收敛 级 数 的 运算 所 具有 的 性 质 , 有 助 于 
判定 级 数 的 敛 散 性 . 


定理 9.2 设 级 数 了 o，、 p32 收敛 , 旦 其 和 各 为 S.c, 则 
(1) 对 常数 <， > ca 收敛 是 和 为 c . S， 

(2) 级 数 > (ao 十) 收 俩 是 和 为 S+e 

证 明 (1) 因为 Deore a, 所 以 

a lim DP) e+ olime . Daees. 

(2) 因为 (art) 一 Bat 台所 以 


3 Catb) =lim| > ak 十 > oj=s+e 
k=1 ol fi Po 


bE 
让 人 
C 


泛滥 昌江 于 山寺 小 
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推论 9.1 若 Yo 收敛， 6 发 散 , 则 > (as 十 如) 发 


散 . 
证 明 上 略 ( 用 反 证 法 ). 


定理 9,3( 收 鱼 级 数 顺 项 可 括 性 】 设 级 数 > an 收敛 , 且 
其 和 为 S, {ni 是正 整数 的 一 个 子 列 . 车 记 aw =0 ,以 及 


n.—1 


Ai= 3 ai, (k=1,2,.…), 


tl 


注 剖 汪洋 拆 贡 斗 泪 


则 级 数 > A, 收敛 , 且 其 和 仍 为 5. 


证 明 记 S.= > oi, 易 知 
m1 


lim > A, -lim > Qi =limS,,- 1 二 S. 


Roo i 


注 上述 定理 之 道 是 不 一 定 成 立 的 ,例如 级 数 
1 一 1 十 1 一 1 十 … 


是 发 散 的 ,但 级 数 
(1 一 1) 十 (1 一 1) 十 … 
是 收敛 的 . 下 文 将 阐明 ,在 正 项 级 数 情况 下 ,其 道成 立 ， 
儿 1 1 1 1 .所 必 一 以 
例 级 数 1 一 - 启 二 可 一- 记 十 一 大 十 元 一 … 是 发 表 的 ， 
证 明 易 知 该 级 数 的 敛 散 性 与 新 级 数 


相同 , 如 果 新 级 数 收敛 ,那么 级 数 
(后 - 友 )-( 丽 -3)+( 友 -5)+( 而 -7)+ 
也 收 全 ,但 是 上 述 级 数 的 前 a 项 部 分 和 为 
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(请 记 (六 -)- 部 引 


k=1 


由 此 即 知 新 级 数 发 散 ， 从 而 知 原 级 数 发 散 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 


1. 设 < 是 常数 . 若 > 。 a 收 伍 , 试 间 > a, 收敛 吗 ? 


2, 设 > a 收敛 ,试问 > (2az :十 aa 一 azr+i) 收 敛 吗 ? 


海 得 总 水 于 者 过 识 


3， 试 论 级 数 > \a[ 宁 .6b[ 字 ] (|ob|<1) 的 将 散 性 ,其 中 


[z] 表 示 数 > 的 整数 部 分 . (提示 :将 级 数 分 成 两 个 等 比 级 数 的 
和 ) 


4. 设 级 数 Se 收敛 . 若 将 此 级 数 中 相 邻 的 带 奇偶 足 标的 
两 项 作 一 次 交换 ，, 试 证 明 让 此 而 组 成 的 新 级 数 收 化 , 且 其 和 不 
变 . 

§ 3 正 项 级 数 收 化 与 发 散 的 判别 法 


正 项 级 数 是 指 级 数 的 每 一 项 均 为 正 数 : 
SY a, ,a>0 (n=1,2,.…). © 


从 51 的 讨论 中 我 们 知道 ,每 一 项 a, 之 0 给 部 分 和 的 估算 带 来 许 
多 便利 . 因此 ,在 展开 敛 散 性 的 各 种 判别 法 的 讨论 时 ,从 正 项 级 
数 开始 是 很 自然 的 . 


3.1 正 项 级 数 收敛 的 特征 
对 于 正 项 级 数 ,由 于 每 一 项 都 是 非 负 的 , 故 其 部 分 和 数列 成 181 | 


薄 沸 昌 泛 特 贡 斗 尘 
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为 递增 列 ,从 而 其 收敛 问题 就 化 为 它 是 否 有 上 界 的 问题 . 

定理 9.4 正 顶 级 数 中 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :其 部 分 和 
数列 有 上 界 . 

证 明 记 台 的 前 ”项 部 分 和 为 S。, 若 中 收敛 , 即 {1S,| 为 收 
敛 列 , 则 {S,| 为 有 界 列 , 必要 性 得 证 . 

反之 ,假定 1S,} 有 上 界 , 那 么 1S,} 就 是 有 上 界 的 递增 列 . 由 


此 知 1S,| 收 伊 ,充分 性 得 证 . 
例 1 设 14.j 是 递增 有 界 正 数列 , 则 级 数 > (1 一 -< ) 收 
全 
证 朋 不 妨 假定 0<a, 委 M (nn 一 1,2,…), 因 为 有 
i 
< 


kl 


所 以 该 级 数 的 部 分 和 是 有 界 的 , 即 该 级 数 收敛 . 

例 2 设 w 王 1,az 王 2,a 一 a -1 十 az(m 一 3,4,…), 则 级 
数 > 过 收敛 

证 阴 这 是 一 个 正 项 级 数 , 且 对 每 一 | nn 这 2, 有 Qn—2 nl 
二 2a,-，. 从 而 又 可 得 


1 3 
Un 之 Qnr1l 十 豆 ar-: Dl ? 7 之 2. 
由 此 可 知 


由 2。 1 
部 
用 S,= D>) 赴 写 出 , 即 为 S, 一 1< 凶 5, 一 了 om+(n 一 1,2,…). 也 
就 是 说 ,我 们 有 
S,<3—2a7' <3 (n=1,2,.…). 
182 ”这 说 明 部 分 和 数列 | S.} 有 上 界 ,级 数 收 伍 
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定理 9.5(Cauchy 凝聚 判别 法 ) 设 {a.1 是 递减 正 数列 , 则 
级 数 > a, 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :凝聚 项 级 数 


> 2"'a 2 一 41 十 2a， 二 4a 十 …: 十 2"a2n 本 
n=0 
收敛 
证 阴 记 S,= D>) ar 0, = > 2aw , 则 
t=1 k=1 
(1) 当 n 志 2* 时 ,我 们 有 
S, Sa 十 (az 十 as ) 十 … 十 (ax 十 az 十 … 十 Cat+l_i) 
十 2Q2 十 … 十 2*a 2 二 6h. 


(2) 当 n>2* 时 ,我 们 有 
S, 之 al 十 加 十 (as 十 oa) 十 十 (ax 十 … 十 cot ) 


洋 演 加沙 白 项 过 淤 


> 


Ok 


>> 斑 (@ 十 2az 二 4 十 …… 十 2ax ) 一 交 
从 而 可 得 
车 >)， 2"az 收 敛 于 c, 则 由 (1) 知 S. 委 c, 这 说 明 S, 有 界 , 即 


> a 收 剑 


n=l 


车 5 a 收 合 于 S, 则 由 (2) 知 02S. 这 说 明 ot 有 界 , 即 


5 2"a 2 收敛 ， 


n==l 


例 3 级 数 > 十 在 p<1 时 发 数 ,p>1 时 收 全 


证 明 (1) 当 p<0 时 , 目 之 1, 该 级 数 显然 发 散 . 


(2) 当 p>0 时 ,去 | 是 递 碱 正 数列 ,从 而 考察 级 数 183 


泗 满 音 洗 珠 博 过 游 
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易 知 它 是 等 比 级 数 , 且 可 得 公 比 2-， 2. 
21-?< 之 1 即 p>>1 时 ， > TB 收 合 ; 21-? 守 1 即 p 所 1 


时 ， > 2" -3 志 发 族 .根据 Cauchy 凝聚 判别 法 , 即 得 所 证 . 


注 > 方 俗称 一 级 数 ,是 级 数论 中 最 重要 的 范例 之 一 


许多 级 数 伍 散 性 的 判定 常 以 它 作 为 比较 的 标准 . 
ce 1 收 贷 ， 思 >1， 
例 4 2 nny 发 散 ，0 二 p 志 1. 


n=1 


证 明 ” 易 知 通 项 是 递减 正 数 列 . 根据 凝聚 判别 法 ,我 们 有 


~ _ 1 < 1 
2 2 = Dz TD )* (ln2")? )* < 
即 得 所 证 . 
例 5 论 级 数 > ) -元 (>>>0) 的 全 散 性 ， 


解 ”将 加 转 写成 zz , 易 知 当 re 时 ,lnr>3irse 时 ,lnr 
委 1. 从 而 根据 疡 级 数 的 敛 散 性 判别 原则 ,可 知 此 级 数 在 ~>>e 时 
收敛 ,在 ~ 入 e 时 发 散 ， 


例 6 设 o>0 (x=12，…), 且 袜 吧 收 俩 若 z> 村 ,出 
光 收 名 收敛 
证 明 应 用 Cauchy 公式 ,我 们 有 
-六 史记 < 总 页 
由 此 易 知 S, 有 上 界 , 即 得 所 证 . 
定理 9.6(Pringshcim) 设 |a,| 是 递减 正 数列 . 车 > a, 收 
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伍 , 则 有 1limnza, 一 0. 
证 明 令 S,= 》) ai, 则 由 
=1 


2n 
qz 一 号, 一 > arnNa2n » 


可 知 (2z)as 一 0(z-~co). 另 一 方面 ,由 


(2n 十 1 )aant1 一 2 《27z)ezn+1 < 2n)az, 9 


可 知 (22 十 1)as+i 一 0 (mx 一 co), 即 得 所 证 . 
注 上 述 结果 ww 一 o( 二 ) (>co) 可 以 看 成 是 正 项 递减 级 数 收 伊 的 


必要 条 件 , 对 非 正 项 级 数 是 不 正确 的 . 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 


1. a,>0 (n=1,2,…),S, 二 >,， ar, 若 存 在 有 上 界 的 真子 


迁 簿 总 建 和 天 山寺 以 


列 |S, | , 试 证 明 yw 收敛 
2. 设 1a, | 是 正 数列 ,16,1 是 1a,| 中 的 项 经 一 个 不 漏 且 不 重 


复 地 排列 而 成 (项 序 可 打 乱 地 重新 排列 ) 的 . 若 > a, 收敛 , 斌 
证 明 6, 收 全 
3. 试 论 级 数 > [二 ，2 (1 志 ) 的 仇 散 性 . 
4 设 正 项 级 数 > a 收 总 ,5.= > a1,R, > a , 试 证 
明 > 杀 收 全 > 全 发散 , (提示 :注意 
> 


RR) RR, 
> :> R, >! 民 。; 185 
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这 说 明 对 任意 的 正 整 数 问 ,> 党 之 1 而 不 能 随 m 增 大 而 趋 于 0 
5. 设 a>>0 (n 一 1,2,…), 且 >,a 收敛 , 试 作 正 数列 


[6 :一 十 oo(n 一 oo), 使 得 级 数 > ， ob。 仍 收 伍 . (提示 ;参阅 
本 章 $1 思考 练习 9) 一 
6， 设 有 正 项 级 数 (A)~ >) a.,S, 2 ovR,- Da 
(1) 车 (A) 收 伍 , 试 证 明 w 一 o(VRT 一 机) (eco) 
(2) 若 (A) 发 散 , 试 证 明 V 一 /5 二 o(a,) (n>o0). 


7. 设 正 项 级 数 > a, 发 散 , 试 证 明 > 名 收 做 ,其 中 5， 


一 3 Ur, 
8， 试 作 一 收敛 级 数 a ,使 得 级 数 之) asIn(lnn) 发 散 ， 


3.2_ 通 项 比较 判别 法 

前 面 给 出 的 关于 正 项 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 ,从 本 质 上 
讲 , 就 是 能 否 找到 一 个 正 数 将 其 部 分 和 控制 住 ,不 让 它 增 长 到 无 
穷 . 注意 到 一 个 级 数 通常 可 由 其 通 项 来 认定 ,因此 这 种 控制 自然 
也 就 应 从 通 项 着 手 . 虽然 由 此 可 引发 出 各 种 各 样 的 判别 法 则 ,但 
最 基本 的 仍 是 比较 判别 法 , 它 是 许多 其 他 判别 法 的 基础 . 

(一 ) 通 项 大 小 比较 法 


定理 9.7 设 有 了 两 个 正 项 级 数 (A)~ 53a， 


(B)~ 2 6 ,它们 满足 :0<<a, 亏 6,(n 一 1,2,…). 
(1) 车 (B) 收 敛 , 则 (4) 收 敛 ; (2) 若 (A) 发 散 , 则 (B) 发 散 . 
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证 明 记 (4),(B) 的 部 分 和 各 为 5, ,0,, 则 由 题 设 易 知 
So (2 一 1,2,…). 

(1) 因为 级 数 (33) 收 敛 ,所 以 fo 是 有 上 界 的 ,由 此 知 1S. 
是 有 上 界 列 , 即 (4A) 收 敛 . 

(2) 因为 级 数 (4) 发 散 , 所 以 当 nce 时 ,3 一 十 ce. 由 此 知 
om 一 co (no0), 即 fo | 是 无 界 列 , 级 数 (B) 发 散 . 

注意 ,上 述 定理 中 的 比较 条 件 如 果 改 为 0 所 a, 祥 b, ,nn 之 no， 
(其 中 mm 为 任 一 正 整数 ) 那 么 结论 仍 成 立 . 如 果 改 为 0 委 a 到 
Mo, (b 二 1,2,…). (其 中 M 为 正 的 常数 ) 那 么 结论 仍 成 立 . 

i 车 有 0<d, 二 M (n 一 1,2,…), 使 得 0<a, 志 db (2 一 

…) , 则 定理 结论 也 成 立 ， 
2 设 ea.>>0,b>0 (n= 二 1,2,…), 且 满足 


a < (n=1,2, )， 


持 


则 由 2 6. 收敛 可 导出 谊 ) a, 收敛 . 


事实 上 , 令 忆 一 天 >0 (n=1,2,…), 则 


darl -pF dd Sa 


这 说 明 |d;| 是 有 界 正 数 列 , 注 意 到 a, 一 d,6,(n 二 1,2,…), 即 得 
所 证 . 

注 在 直接 应 用 比较 判别 法 时 ,我 们 必须 预先 掌握 某 些 最 
基本 的 收敛 或 发 散 级 数 的 范例 ,才能 选 出 比较 的 对 象 ,这 叫做 
“ 手 上 有 上 典型”. 自然 ,这 需要 逐步 地 积累 经 验 . 不 过 , 记 住 下 述 关 
系 是 有 益 的 : 

对 于 充分 大 的 n, 有 e” 污 蕊 污 (lnn)', 其 中 a,b,c 是 正 数 . 

例 1 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


SN ~ ln(n!) 
(D 之 yp) 0) 2 (p>0). 
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9 2 
解 (1) 因为 当 充 分 大 时 有 Ti 之 元, 所 以 该 级 数 发 
散 . 
(2) 因为 In(n!) 二 lnk>a 一 2, 所 以 当 p<2 时 该 级 数 
发 散 ;又 由 


In(nD) nlon lon 
n 


ne 
可 知 p>2 时 该 级 数 收敛 
(3) 记 a 一 开 - ,我 们 有 
1 一 32 
os ten! _ (+ 
a eti(n+1)! nN” 一 2 e 
1 
2 (2 十 1) 十 1 (nF1): 
<(#) 一 1 
nz 
令 如 一 二 , 则 得 各 一 名 .由 > 4 的 收敛 性 即 得 所 证 . 


例 2 站 > oa 收敛 
证 明 注意 必 一 ae 六 << 业 ,其 中 已 经 设 定 |na|<M (n 
一 1,2,…). 
例 3 设 正 项 级 数 >， a, 发 散 , 试 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 
DD 2 2 a 
解 (1) i SVM 
(n=1,2,.…), 
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所 以 级 数 发 散 . 否则 ,存在 |ni1 ,使 得 as 一 十 ce， 从 而 有 


一 1 (k 一 十 co). 这 不 满足 级 数 收敛 的 必要 条 件 , 故 该 级 数 发 
敬 . 


(2) 注意 到 于 的 二 一 一 -了 一 坟 , 即 知 该 级 数 收敛 
lL 7 
a 


注 “对 正 项 收敛 级 数 a, ,不 一 定 都 是 mw<< 工 (mx>m)， 
例如 级 数 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 设 > > 皆 收 敛 , 试 证 明 级 数 > | asb, | ， 


n=1 


> (a 十 b,)? 也 收敛 . 
2、 设 正 项 级 数 4a， 了 )b 此 收敛 , 试 证 明 
> max{a, ,b, 收敛 ， 


3. 设 正 项 级 数 >)o，>) 有，>)c 此 收敛 , 试 证 明 
n=] nl 


1 二 1] 


2 (eeer) 收 全 


4 设 正 项 级 数 >) o, 收敛 , 试 证 明 VE 收 化 .再 证 
明 其 递 命题 不 真 ,但 在 条 件 ia。| 为 递减 列 时 成 立 . 


5. 设 之 ao， 之 1 收敛, 且 有 mw 委 c 入 0 (Cn 一 1.2)， 0 
n==] n=1 


法 渴 沁 海珠 雪 过 溃 
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试 证 明 > c, 收 伊 . 
6. 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 ; 


02， (- 记 ) (2) > ?ra 7) 
> VF 
(3) 2 (1 一 cos 十 ). (提示 ,可 用 半角 公 趟 化 为 正 引 函数 ) 
Cp 1) (5) 3 me) 
7. 设 相 a。， 6, 是 正 项 发 表 级 数 , 试 论 


> maxila ,b,| ， 六 min{a, ,b, | 
n=1 nn 二 1 


的 敛 散 性 . 
8. 设 1a,} 是 递减 正 数列 . 若 级 数 》) 从 收 印 , 试 证 明 


台所 收 全 [提示 :由 定理 9.6 可 知 Via ,0 (neo)] 


9. 设 a 之 0 (一 1,2,…) ,av 一 a>0 (nco), 试 证 明 下 列 
两 级 数 同 剑 散 . 
0) De ol; (2) > po 


10. 没 数列 |a,| 满 足 ; :am 一 an (7 一 co ) ,| ao | 委 六 (7m 伍 1， 


"之 1). 车 也 6 收敛, 试 证 明 lim 3 as = 六 
n=1 mr n=1 n=1 


1 1 


11. 设 正 项 级 数 yw 收敛 , 试 证 明 六 a 收 全 (提示 : 


分 别 讨论 a 地 <2a, 和 >2a， 


(二 ) 通 项 趋势 比较 法 
190 齐 析 一 下 正 项 级 数 判 剑 的 通 项 大 小 比较 法 可 知 ,在 通 项 趋 于 
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0 的 情况 下 ,实际 上 是 在 比较 通 项 趋 于 0 的 快慢 问题 . 从 而 就 有 了 
下 述 极限 形式 的 比较 判别 法 ,在 应 用 中 它 也 给 我 们 带 来 方便 ， 


定理 9.8 设 (A)~ 了 >a,,(B)~ 了 3) 是 两 个 正 项 级 
数 , 若 存 在 极限 


lim 空 ==1， 


人 CO b, 


则 当 1>0 时 ,此 两 级 数 同 敛 散 . 
证 明 由 题 设 知 ,对 。= 忆 >>0, 存 在 N, 当 n>N 时 有 


洋 光 光源 圩 二 识 


l 


方 < 中 < 字 3 或 6 之 a, < 2b,. 


b, ~ 2 2 
从 而 ,根据 通 项 比较 大 小 法 可 知 , 若 (3) 收 敛 , 则 (4) 收 敛 ; 若 
〈B) 发 散 , 则 (4) 发 散 , 即 得 所 证 . 
注 当 !=0 时 , 若 (B) 收 剑 , 则 (4A) 必 收敛 . 当 :一 1 时 , 即 
a 与 b。 渐 近 相等 时 ,这 种 情形 更 易 理 解 . 
例 4 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


2 二 5n 十 1 1 
1 I- 
中 如 


® 3 (1 fF) (o>0). 


解 (1) 因为 各 汪 和 和 ~ (mr>co) ,所 以 此 级 数 发 散 . 


1 


nt 


1 SS ~ 
一 -一 -一 > 一 co ) ， 了 。 
三 1 Cn ) ,所 以 此 级 数 发 散 
(3) 注意 到 n>oo 时 有 


7 
ey) 


(2) 因为 二 


泛音 音 浸 珠 袖 寺 济 
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从 而 可 知 ( 1 一 VE 一 ( 志 ) (co) ,这 说 明 此 级 数 在 p> 
1 时 收敛 ,Pp 所 1 时 发 散 ， 


1 二 i 2/ (n=1,2.... 
例 5 数列 “一 ! 十 万 +t 2Yn (n 二 1,2,…) 是 收 
敛 的 . 


证 明 将 a, 表示 为 as= 2) (4xri 一 41) 十 a (n 二 1,2， 
=]】 
…), 则 有 


La 


-全 -1 
个 VR 十 1(vVR 十 1 十 \ 开 ) 


Cn 一 一 


1 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 站 一 k-> oo ， 了 
因为 FT ya ( ) ,所 以 上 式 右 端 级 数 


收敛 . 从 而 也 说 明 {a.} 是 收敛 列 ， 
注 上 述 通 项 极限 比较 法 是 针对 正 项 级 数 而 发 的 ,对 于 非 
正 项 级 数 其 结论 是 不 正确 的 , 例如 对 


-1 1 -1 1 
,一 一 1 nl ， b, 一 一 1 n—1 
0 


在 学 过 本 章 4.3 节 后 ,容易 得 出 了 ) a, 收敛 ，》， b, 发 散 ,但 易 


+ 地 (n=1,2,.…)， 


知 全 >1 (n>o0) 

思考 练习 “解答 下 列 问题 ， 

1， 设 正 项 级 数 了 a, 收敛 , 试 证 明 3) 2 十 le, 也 收敛 

2. 设 a>0 (n=1,2,…), 且 a a (no) 试 论 级 数 
二 去 的 钱 性 

3、 判别 下 列 级 数 的 合 散 性 ， 


D> = 去) (2) 2 Wa D(a>1). 
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(3) > (YatI—va) ln (i). 
(4) > nrarctan(n? ). (5) > (1 —nsin 到) . 


2 ne 
(6) 之 Ta CT (20 人 0)， 
4. 设 0<a,<1l (n= 二 1,2,…), 且 a, 一 1] (n>o0), 试 证 明 下 
述 两 级 数 同 敛 散 : 


> (1 一 Ya,), > 全 


(提示 Var [1—(1—a)] 1- 
5. 居中 列 各 玫 的 妆 攻 ， 


(1) Dre 放下 dv， (2) > esa 


洋 漠 冯 泣 涯 项 法 洲 


十 o(1) (noo) | 


6， 若 正 项 级 数 > a 发散, 试问 必 有 之 (am) 四 ? 


3.3 比值 判别 法 , 根 值 判别 法 
定理 9.9(d AlembertD《 比 值 ) 判 别 法 ) ” 设 有 正 项 级 数 


Gn. 


n=l 


(1) 着 了 a 一 /<1, 则 级 数 >) a 收 笋 ; 


nel 


(2) 车 im 各 呈 一 />1, 则 级 数 > a 发表 


n=1 


证 明 (1) 当 [<1 时 ,由 题 设 可 知 ,存在 g,!<<o<1 以 及 正 
整数 ,使 得 当 z 之 六 时 ,有 


@ 达 朗 贝尔 (1842 一 1917) ,法 国 数学 家 ， 193 
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Hg 或 Qnt1 da，. 
也 就 是 说 ,我 们 有 


2 
AN+1 AANAN+2 TI an AN < aN 


由 此 可 得 


oo 


N N oo 
“= 2) a 十 2 ax 魏 2 4 二 ar 之 9 ， 


根据 几何 级 数 2v 在 0<g<<1 时 的 收敛 性 ,可 知 原 级 数 收敛 ， 
(2) (>1 时 ， 出 题 设 可 知 ,存在 N ,使 得 当 n 宕 N 时 有 
>1 或 ca 


湾 漆 总 淤 绊 山寺 洲 


也 就 是 说 ,我 们 有 
CN<CQN+I<QN+2< 
这 说 明 通 项 在 n>oo 时 不 趋 于 0, 故 级 数 发 散 ， 
注 1. 比值 判别 法 是 对 级 数 自 身 前 后 项 之 比 ( 后 者 居 上 ) 
的 极限 作出 的 判断 ,因此 这 一 判别 法 在 表面 上 不 必 借助 于 外 部 ， 
但 其 实质 仍 是 与 几何 级 数 比 较 而 来 . 此 外 , 当 !==1 时, 原 级 数 也 
可 能 收敛 ,也 可 能 发 散 ,例如 


马 坟 ,> 
n=1 #1 


当然 ,如 果 此 时 再 有 条 件 必 >>1 (n 之 NN) ,那么 级 数 是 发 散 的 


了 . 
2. 在 条 件 lim 守 + 全 一 十 co 下 , 原 级 数 当然 是 发 散 的 ， 


例 1 试 论 通 项 如 下 所 示 之 级 数 > a, 的 敛 散 性 : 


(D a= (a>0); (2) a = 
194 解 (1) 因为 我 们 有 
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， Qntl __ ， 。 
TS， 
可 
所 以 级 数 收敛 . 
(2) 因为 我 们 有 
limett lim— 3 -31， 


所 以 级 数 发 散 . 
推论 9.3 设 wa 三 az… 志 av 志 …>0 , 且 有 lim (各 =, 


则 六 a, 在 4< 二 时 收 仇 , 在 人 > 二 时 发 散 


证 明 ”根据 凝 泰 判别 法 ,我 们 只 需 考察 级 数 >) 2 的 全 
散 性 , 因为 我 们 有 


所 以 根据 比 信 判 别 法 可 知 ， 了 >) 2'aw 在 /一直 时 收 全 ,在 /> 上 
时 发 散 . 
注 1. 在 推论 9. 3 的 条 件 下 , 若 ! 一 寺 , 则 无 法 得 出 确定 的 结论 . 如 
考察 级 数 > 二 和 > 50 
2， 比 值 判 别 法 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 ,可 举 反例 如 下 : 设 
> 一方 十 计 十 亦 十 普 十 高 十 训 十 …， 


Tdrtl 


易 知 该 级 数 收敛 ， 但 不 存在 lm 下 一 


定理 9.10(Cauchy 根 值 判 别 法 ) 设 有 正 项 级 数 > as, 且 
存在 195 


涪 光 加 六 3 阶 博导 以 
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lm va, =1, 
我 们 有 结论 
(1) 若 <1, 则 级 数 之 a 收敛; 


(2) 车 之 1, 则 级 数 > 发 散 . 


第 

大 证 明 (1) 当 /<1 时 , 易 知 存在 g:1<g<1 ,以 及 N, 使 得 
党 当 x 之 N 时 有 

Van<q 或 a,<g" 

级 。 从 而 可 得 


> Sat 2. <D et > 


注意 到 几何 级 数 的 收敛 性 ,可 知 原 级 数 收敛 . 
(2) 当 人 1 时 , 易 知 存在 /9>1 以 及 子 列 |ns1 ,使 得 
Wan >>1 或 au >> 拓 一 十 co (人 一 co)， 
这 说 明 当 ”co 时 , 通 项 不 趋 于 零 , 故 级 数 发 散 ， 


例 2 判别 级 数 > a 的 收敛 性 ,其 中 ,为 


3 


1 7 十 2 
(1) (+ 方 | ; (02) (zs) (3) - 
解 (1) 注意 到 
lim Va; = lim = = 二 <1， 
并) 
Vn 
即 知 级 数 收敛. 
(2) 注意 到 
2 
lim Yar =lim. Ps L =3»>1, 


1 十 立 


n 


e 
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即 知 级 数 发 散 
注 正 项 级 数 > a, 满足 lim Ya, 一 1 时 ,有 可 能 收敛, 也 
有 可 能 是 发 散 的 ,例如 o, 一 志和 ov 一 元 
Sn 
例 3 考察 级 数 2 "后 的 剑 艇 性 . 
解 引用 Stirling 公式 :nl 一 (至 ) V2zn (eco), 可 知 
后 一 荆 (2r) 直 站- 二 于 (roo)， 


这 说 明 该 级 数 发 散 . 

注 1， 为 判定 一 个 正 项 级 数 的 敛 散 性 , 何 时 采用 比值 判别 
法 , 何 时 采用 根 值 判 别 法 ,还 要 看 取 比 值 或 取 根 值 后 化 简 的 情况 
而 定 , 它 与 原 通 项 的 数量 结构 有 关 . 

2. 根 值 判别 法 也 是 建立 在 与 几何 级 数 比较 的 基础 上 的 , 昌 
然 在 判别 时 表面 上 并 不 借助 于 外 部 . 此 外 , 根 值 判别 法 优 于 比值 
判别 法 . ( 见 本 章 末 之 注 记 ) 


3. 正 项 级 数 > a, 敛 散 性 的 比值 判别 法 还 可 推广 如 下 ; 
m 是 固定 的 自然 数 ， 


oo 


, <1，>，uw 收敛 ， 
lm ( 见 1971 年 美国 数学 月 刊 ) 
”|>1，> a 发 散 . 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
SR (nt) < 3 .6…(32 十 2) 
DOT Dr 
2. 设 4a,>0 (n= 二 1,2,…), 且 有 


洋 渔 加 滋 白 协 寺 洲 
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车. /<1, 试 证 明 级 数 3) o, 收 伊 . (提示 :存在 s<y ,tc 


(st) as ;以 及 aan+l < st) Ngan) 
3. 判别 下 列 级 数 的 收敛 性 ; 


(1) > (二 . (2 ) > Ee 


第 

九 

> [V2+(—1)"]" 

网 (3) 5 EDT. (4) BD my (>0). 
有 4. 设 a 之 0 (n= 二 1,2,…), 且 存在 

数 lim+ =g. 


nw*o0o Un 
试 证 明 存 在 g ;qi 之 q, 使 得 a, 二 Olg?). 
5. 设 1a,1 是 递 碱 正 数 列 . 


(D 着 limYaz 一 4, 试 论 Za 的 仇 散 性 


(2) 若 lim Vazm 二 1， 试 论 > a 的 伍 散 性 ， 
6. 设 1a,} ,15,| 为 正 数列 ， ' 若 有 
lm =l, lim Yb, = Lz， 


试 证 明 3 asb, 在 4 .4 过 1 时 收 伊 , 在 1. 4 之 1 时 发 散 . ( 提 
示 :参阅 本 章 论 证 命题 9.2) 
3.4 ”推广 的 比值 型 和 根 值 型 判别 法 


比值 判别 法 和 根 值 判别 法 是 以 几何 级 数 为 比较 标准 而 建立 

的 . 因此 ,如 果 一 个 正 项 级 数 比 几何 级 数 的 收敛 还 要 慢 , 那 就 不 

能 从 比较 中 得 出 判断 了 (或 者 ,在 这 两 种 判别 法 中 的 极限 等 于 1 

时 ,也 不 能 得 出 任何 信息 ). 从 而 人 们 自然 地 去 寻求 另外 的 比较 

198 ”标准 ,它们 比 几 何 级 数 的 收敛 速度 要 慢 . 


st’ <1, 当 7 之 N 时 ， 有 Gon < 3 ” dsn-l < 四 ia ， < et 
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例如 力 一 级 数 > 雯 在 p>>1 时 是 收敛 的 ,而 又 有 lim9 一 


nr 


0, lgl<1. 又 如 级 数 2 HE 是 收敛 的 ， 但 又 有 


工 
户 
Im| 一 


n(lnn)’ 
(一 ) 比值 型 
所 谓 比 值 型 的 判别 法 ,是 指 判别 法 则 的 陈述 中 呈现 通 项 比 


值 -的 形式 . 推广 当然 是 指 比 原 有 的 D lembert 比值 判别 法 
更 有 效 , 下 面 要 介绍 的 各 种 判别 法 的 基础 仍 是 一 种 比较 判别 法 ， 
只 不 过 是 与 p 一 级 数 > 点 比较 罢了 . (因此 ,对 这 些 判别 法 的 
表达 式 中 出 现 因子 ,也 就 可 以 理解 了 , ) 

引 理 9 1( 对 数 比值 型 判别 法 ) 设 有 正 项 级 数 > a, 且 
存在 加 


一 0. 


im( 
(1) 2>1 时 ,级 数 收 敛 ;(2) 1<1 时 ,级 数 发 散 ， 


2 ) = 2，( 一 co<I 生 十 o)， 
Qn+1l 


(n> 和 N). 由 此 可 知 
4 eet, n>N. 


Cn+1l 


注意 到 数列 (1 十 方 】 是 递增 趋 于 e (noo) 的 ,从 而 又 有 


> >(1+ 志 ) = = ee FY 
为 十 】 
ne 199 
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现在 , 视 筷 一 点 , 则 由 p>1 可 知 .5, 收 化 .根据 推论 9.2 


即 得 所 证 . 
(2) 由 题 设 知 ,存在 N, 使 得 
-<1<nln(1+; 1) ， nN. 


Un 
公证 


nln 


由 此 可 知 


1 
Un n Qnt1 n 
ntl “AI 或 Un > 1 “ 


7 一 】 
现在 视 马 一 寺 , 知 >) 发散. 从 而 根据 推论 9. 2 即 得 所 
证 . 一 
例 1 级 数 > 对 是 收 全 的 
证 明 因为 我 们 有 
Cn mr e+ (十 1)1! 


=nln 


dnt+l ez72 | (n+1)" 


洋 光 总 滋 扩 坤 过 注 


nln 


一 zin(1 十 过) 十 去 十 ol) (n>00), 


所 以 limnln -2 地 >1. 即 得 所 证 . 


Qntl 


定理 9. 11(RaabeQ 判别 法 ) 设 有 级 数 > a, 满足 a,>0 


200 中 拉 贝 (1801 一 1859) ,瑞士 数学 和 物理 学 家 . 


TD 
(n=1,2,…), 且 有 
tal) tt 0 
(1) 若 /一 1, 则 级 数 收敛 ; (2) 若 /<1, 则 级 数 发 散 . 
证 明 记 n (二 -一 1)==b, 则 由 题 设 知 久 ~! (n>oo0), 另 


Gntl 
一 方面 ,又 有 


之 


由 此 可 知 
limln -=limb, 。 limln 人 (1 十 和 六 =jimb, =L. 
noo Qn+t+1l oo N00 n noo 


根据 对 数 比 值 型 判别 法 ,(1),(2) 成 立 . 


洋 深 总 湾 撩 者 寺 游 


注 当 != 1 时 ,Raabe 判别 法 失效 . 如 对 级 数 (1) > 二 


1 


(2) 3057 我们 的 有 


limn (过 一 1 ) =1. 


但 (1) 发 散 ,(2) 收 敛 . 
例 2 考察 级 数 2 an 的 敛 散 性 ,其 中 


a 
” (2 十 Vi (2 十 V2)…(2 十 Vn) (n Ca ). 
解 ” 因 为 我 们 有 
an 2 十 Ya 十 _1 1 2 


Qntl nn 十 ] Vntl’ 


所 以 


"(1)= + (n>o0). 
根据 Raabe 判别 法 ,可 知 该 级 数 收敛 . 


注 1. 由 上 例 可 知 守 一 1 (n>o0) ,从 而 Dlembert 判别 法 失效 ,这 201 
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说 明 Raabe 判别 法 更 有 效 . 
2，Raabe 判别 式 中 也 可 写 为 


+ 二 +o( 二 ) (n—0o); zl 一) (n—o00). 
(二 ) 根 值 型 
定理 9.12 设 ci,>0 (n= 二 1,2,'…), 若 有 


lim Va =/, 
则 :< 二 (去) 时， o 收敛 (发 艇 )， 
证 明 当 /< 二 时 , 则 存在 p>1 以 及 N, 使 得 


洋 洲 总 举 笠 击 寺 流 


ar < 证， n>>N 或 a,<- 训 一片 (p>1) ,n>N. 
由 此 易 知 > a, 收 敏 . 类 似 地 可 证 后 一 种 情形 . 

例 3 级 数 > (1 一 茸 ) 发 散 

证 明 只 需 注意 lim Yi 一 jim(1 一 到) 一 1> 寺 即 可 


思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性: 


DF 


pl 
(® 提示 1+ 一 +o( 二 ) oo 
2. 试 证 明 Raabe 判别 法 与 下 述 审 合法 等 价 ; 
Ee) 2 a 收 全 ， 
LN es De 发 散 . 
202 3. 设 a>0 (n=1,2,… 有 
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lim(na, Ji 一/ 


试 证 明 > a, 在 1 二 二 时 收敛 ,在 z> 二 时 发 散 , (提示 :存在 p> 


1 


1 1 
1 ， (na ) WT n> Na > Tn "> N) 


3.5 积分 判别 法 


在 本 章 的 前 言 中 ,我 们 曾 提 到 级 数 与 反常 积分 只 是 两 种 不 
同 变量 的 求 和 方式 ,而 用 连续 变量 的 方式 来 探讨 离散 整 序 变量 
的 问题 大 家 早已 见 过 . 因此 ,利用 某 些 积分 运算 的 简便 性 ,对 许 
多 正 项 级 数 的 审 钱 工作 带 来 方便 性 是 可 以 预见 的 ， 
定理 9. 13( 积 分 判别 法 ) 设 |a.} 是 递减 正 数列 . 若 存 在 
[1,co) 上 的 连续 递减 函数 屹 z) ,使 得 
f(1)=a1,f(2)=az pa) 一 am， 


则 级 数 > ) a, 与 反常 积分 | f(z)dz 同化 艇 


湾 深 燥 滋 入 者 法 溃 


证 明 (1) 设 | f(z)dz 收敛 ,由 于 
ai 有一 (DIE 一 (AD)] 入 |， 7(z)dz， 


Da Andz=| rz)azs| f(r)dz, 
故 该 级 数 的 部 分 和 有 界 , 即 收敛 
(2) 设 | f(z)dz 一 十 oo. 由 于 


a=/(0) = L(+1) ->| f(r)dz, 
Sa>¥ | 7codz=| flr)dz, 


故 可 知 lim >》 os = 十 co , 即 级 数 发 散 
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例 1 设 a>0 (n= 二 1,2,-…), 且 有 S, 二 > ai>1 (n=1, 
2,…), 若 >，a 发 散 , 则 
n=1 


< Un+i 、 < Un 
(1) 之 SS 发散 、 (2) >3 SRS 收敛 ， 


条 证 明 (1) 注意 到 4a, 一 S, 一 S, 1 就 有 
剖 n+l Sr+1 5,~, Srl dz 
常 SlnS, S,lnS, s, xlnz 
页 =ln(lnS,ri)—1n(lnS, ), 
级 
数 > EA >ln(lnS,4;)— In(lnai ), 

由 此 即 知 该 级 数 发 散 . 

(2) 留 给 读者 . 


例 2 设 3 是 收敛 正 项 级 数 , 记 R, 一 > w, 则 
£=nt1 


> 8 博 在 畏 >1 发 散 ; > 起 


证 明 不 妨 假 定 p>>0. 
(1) Pp 之 1 时 ,我 们 有 
Cn 及 1 一 玉 ， Ru-1 dz 
> 


R?:  R? x? 


=T (RR ?). 


> 人 >is(R—R:). 


由 此 即 知 该 级 数 在 p 之 1 时 发 散 . 

(2) p 过 1 时 的 证 明 留 给 读者 . 

注 我们 曾经 指出 , 正 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 基于 比较 判 
别 法 . 因此 ,自然 希望 有 一 个 收敛 速度 最 慢 的 级 数 和 一 个 发 散 速 
| 204” 度 最 慢 的 级 数 来 作为 比较 的 标准 ,但 这 是 不 可 能 的 . 例如 
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Q) 车 > o 收 冻 , 则 -全 =- 必 数 


(2) 若 2,a, 发 散 , 则 之 ; 5 -发散 
思考 练习 “解答 下 列 问题 ， 
1. 设 3) a, 是 正 项 发 散 级 数 ,S, = yw >1 (n=1,2， 


…) , 试 论 级 数 > 各 的 敛 散 性 . 
2. 设 qi 之 0 且 定 义 


Unt+1 -Th (n=1 2 ,0<=p=1). 


试 证 明 > o. 收 化 . [提示 :0 一 = ] 
n=1 nt 


§ 4 一 般 项 级 数 收敛 与 发 散 的 判别 法 


这 里 “一 般 项 级 数 " 指 的 是 可 带 任意 符号 的 数 项 所 组 成 的 级 
数 . 自然 , 当 数 项 的 符号 是 杂乱 无 规则 可 循 时 ,将 给 级 数 判 全 的 
工作 带 来 困难 . 因此 ,我 们 只 能 求助 于 普 适 的 极限 理论 一 一 
Cauchy 收敛 准则 ,或 者 干脆 将 级 数 每 一 项 都 取 绝 对 值 使 其 成 为 
新 的 正 项 级 数 来 审 伍 , 如 果 新 级 数 是 收敛 的 , 那 当 然 很 理想 (此 
时 , 原 级 数 也 收敛 ). 但 如 果 新 级 数 不 收 敛 ,那么 对 原 级 数 敛 散 性 
的 判定 还 得 另 找 出 路 . 对 此 ,我 们 的 办 法 不 多 ,只 能 介绍 一 种 级 
数 各 项 的 符号 变化 呈现 交错 性 的 "交错 级 数 "的 审 敛 法 . 


4.1 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 
定理 9. 14{ Cauehy 准则 ) ”级 数 3 a, 收 伍 的 充分 必要 条 
件 是 ;对 任 给 的 e>0, 存 在 N, 当 ma2>N 时 ,有 
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洋 站 意图 天 项 过 澡 


注 洱 六 泛 豆 博 寺 洲 
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m 


Sa 


nn 二 1 


证 明 因为 级 数 的 敛 散 性 就 是 其 部 分 和 数列 的 敛 散 性 ,所 
以 车 记 其 部 分 和 为 S, , 则 S, 的 收敛 性 等 价 于 :对 任 给 的 s 盖 0， 
存在 N, 当 mn 宇 N 时 ,有 


一 |c+i 十 ass 十 … 十 an|<e. 中 


<<e， 


1s,—S,|<e 或 | Dia 
通常 , 式 @ 也 写成 : 当 n 之 NN 时 ,对 任意 正 整数 p, 有 


La 2 


之 ww 


n 二 1 


此 外 ,在 判断 级 数 发 散 时 ,自然 应 陈述 为 
“ 若 存 在 eo>0, 对 任意 的 入, 存在 1 之 入 以 及 正 整 数 p。 ,使 


=|astit+artz 二 Tanty | <e. 


得 
ngt+po 


2 a 


notl 


一 |an +i 十 an+2 十 …… 十 an +po | 守 &,. 了 


Cn 


例 1 设 ia.| 是 北 增 无 界 正 数列 , 则 级 数 > (1 一 22- ) 是 
发 艇 的 . 

证 明 取 &= 却 ,由 a 十 oo (n>o2) 可 知 ,对 任意 给 定 
的 N, 当 充分 大 时 ,有 an+s 之 2ax. 从 而 可 得 


怪人 二) 名 人- 十) 


并 一 有 Qntl n=N 


1 1 QN 1 
之 an [一 一 =( 一 本 二 6. 
ov( 寺 CN+pP+1 ) 1 QN+p+i )> 2 ®% 


根据 Cauchy 收敛 准则 , 即 得 所 证 . 
例 2 设 o>0 (n 一 1,2,…),p 之 0. 车 >) 党 收敛 , 则 


n 
。 Qk 
lim > 一 一 0. 
no0 n? 
k=1 
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证 明 对 任 给 e>0, 由 题 设 知 ,存在 N ,no:no>>N, 当 n>>m 
时 ,有 


从 而 可 知 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 若 级 数 3 a, 满足 条 件 : 对 任意 正 整数 p, 有 (asti 十 


洋 章 总 痒 纺 好 斗 游 


artz 十 … 十 aofp) 一 0 (co), 试 问 之 ， an 收 合 吗 ? 
2. 设 > av 是 收敛 正 项 级 数 , 试 证 明 > 2 有 (2>1) 发 散 ， 


3. 设 fa,| 是 递增 正 数列 ,a 一 a (n>o0). 则 > (a 一 a ) 收 


n=1 


“Oo2 *a 
天 


敛 当 且 仅 当 存在 />0, 使 得 科 s 1 (n> oc). [ 担 


a—a, 


十 


示 : 题 设 条 件 等 价 于 > In (各 ) 收 全, 注意 mn 人 (全 )= 一 所 
O((a—a,)’) (eo)] 
4、 设 正 项 级 数 > a, 收 剑 . 若 |mau| 是 递减 收敛 于 0 的 , 则 


nlnn Pe ayy k=mtl 


了 _ 
=naln ~ 十 0(1), nn "| 


4.2 ”级 数 的 绝对 收敛 与 条 件 收 合 
用 4.1 节 中 介绍 的 Cauchy 准则 来 判别 级 数 的 敛 散 性 ,在 _207 
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实践 中 并 不 很 方便 . 因此 ,干脆 学 习 反 常 积分 的 做 法 ,考察 绝对 

收敛 将 其 纳入 正 项 级 数 审 敛 的 格式 . 与 反常 积分 不 同 的 是 ,由 于 

级 数 是 离散 地 求 和 ,将 其 正 项 和 负 项 分 开 来 讨论 是 方便 的 .在 后 

文中 我 们 将 看 到 ,绝对 收敛 概念 的 重要 性 ,更 在 于 它 可 以 保证 无 

穷 级 数 的 运算 性 质 雷同 于 有 限 个 数 项 求 和 之 间 的 运算 性 质 . 
设 有 带 正 负 项 的 级 数 


了 amw 一 al 十 az 十 … 十 an 十 …， 由 
n=1 


各 得 部 泣 诛 凯 寺 流 
少 


my 之 0， 一 Cny an ss0， 
a 一 ay 一 


0， a,<0. 0, a,>0. 
显然 ,我们 有 
at >0,a7 0;ar =at —a7 ,|an|=at 十 an， 
由 此 易 知 , 当 级 数 


CQn La Cn 
n=] n=1 


均 收 俩 时 ,级 数 > a, | 就 收 化 了 . 
定义 9.2 对 于 级 数 四 , 若 级 数 


SY |a|=|m1 十 la 十 …… 十 la 十 … @ 
收 伍 , 则 称 级 数 四 为 绝对 收敛 ;震级 数 〇 收敛 ,但 级 数 @ 发 散 , 则 
称 级 数 四 为 条 件 收 伊 . 


定理 9.15 设 级 数 中 绝对 收敛 , 则 


(1) 之 /of ， 之 收敛 ; 
(2) 级 数 四 收敛 ( 即 绝对 收敛 的 级 数 必 为 收敛 级 数 ) , 且 有 


Sal< Dla. @ 


mm 一 1 
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at la|, a la| (2 一 1,2，…) 
即 得 所 证 ， 
(2) 由 关系 式 w, 王 时 一 ar (2 一 1,2,…), 即 知 级 数 中 收敛 ， 
又 由 不 等 式 


a 


之 as 


=1 


< Dal (n=1,2,.), 
即 知 式 @ 成 立 . 
推论 9.4 设 3 a 绝对 收敛 . 若 有 |5, 1 过 M (n=1,2， 


洋 灌 习作 撩 博 过 流 


…) , 则 Sas. bb 绝对 收敛 . 
证 明 只 需 注意 |a, . .| 过 Mla,| 即 可 . 


推论 9. 5 若 a 绝对 收敛 ， 条 件 收敛 , 则 
了 > (as 士 b,) 条 件 收 人 

例 1 判别 下 列 级 数 的 绝对 收敛 性 : 

(1) > mn 人 (1 十 鞠 jarctan 人 2 

S SCs in 和 

| 各 ( 宫 )| 

解 (1) 注意 0 志 In(1 十 x) 所 x (zx 之 0), |arctanz | 所 |x|， 
就 有 ( 记 通 项 为 a,) 


1 | sinzz 1 
委 天 |- | 系 亏 . 
|a。| Mn n a 


故 该 级 数 绝 对 收敛. 
(2) 记 其 通 项 为 a; ,我 们 有 


[有 (二 |-o( 寺 ) ee) 


故 该 级 数 绝对 收敛 . 209 


活 泪 汉 海 于 媳 洁 小 
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例 2 设 f(zx) 定 义 在 [一 1,1] 上 ,了 (0) 存 在 , 且 令 


,=f( 广 ) (n=1,2,…), 


则 >，o, 绝对 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :7(0)= 产 (0) 一 0 


证 明 ”必要 性 .假定 > ) av 绝对 收敛 , 则 a, 一 0 (n>o0). 注 
意 到 f(x) 在 z=0 处 的 连续 性 ,可 知 
0=lima,—limf (二) 一 /(0). 
为 证 (0)=0, 采 用 反 证 法 , 即 假定 六 (0)=a 关 0, 则 有 
f(a) f(z)—f(0)| po 
= 加 | -ol=lalzo 


[a Tim 


lim 
ROO es 0 


这 说 明 了 >) lo, 发散, 矛盾 
充分 性 . 由 根据 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 
a 下 (二)=/0) 二 六 0) 二 + 全 人 2 二 +o( 十 ) 
-£0 1 (十 ) (n>00) 


nz 


立即 可 知 > a, 绝对 收敛 . 


思考 练习 解答 下 列 问 题 ; 
1. 判别 下 列 级 数 的 绝对 收敛 性 : 


(1) > (2) > In (i+ UD sn), (p>1). 


2. 设 > an ， > b, 绝对 收敛 , 试 证 明 下 列 级 数 也 一 样 . 
(1) Pe -. (2) Dap. (3) > bh. 
3. 设 Se .绝对 收敛 ，》 5 条 件 收敛 , 试 证 明 > ob， 
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绝对 收 全 
4 设 对 级 数 了) 14, | 用 比值 或 根 值 判别 法 判定 为 发 艇 的 ， 
试 证 明 了 a, 是 发 散 的 
5. 设 > a, 是 条 件 收敛 级 数 , 试 证 明 
> a =+o0, Dor =+o0. 
6 设 1a.| 是 有 界 数 列 , 16. | 是 递 碱 正 数 列 , 试 证 角 
> a.(6, 一 bi ) 是 绝对 收 全 的 . 


下 一 】 


于 音 汪 水 秩 者 污 泪 


7. 设 ECS (CE 一 1,1]) , 试 证 明 : 
号 HG) 区] -aroja 
4,3 ” 交 铺 级 数 收敛 的 判别 法 

如 果 一 个 变 号 级 数 不 绝 对 收敛 ,怎么 办 呢 ? 一 般 而 言 ,在 非 
绝对 收敛 的 变 号 级 数 中 ,那些 带 负 值 的 项 对 减 慢 其 部 分 和 的 增 
长 速率 总 有 利 吧 ! 这 种 设想 对 通 项 递减 趋 于 0 的 变 号 级 数 是 很 
自然 的 ,其 典型 就 是 交错 级 数 . 

定义 9.3 车 一 个 级 数 中 的 前 后 相继 项 的 正 负 号 是 交错 地 
出 现 的 , 即 


> (一 1) 一 :a, 或 > (—1)"a,, 
其 中 ao>0 (n=1,2,…), 则 称 它们 为 交错 级 数 . 


1 一 3 


是 交错 级 数 ， 
关于 交错 级 数 的 敛 散 性 ,我们 有 下 面 的 基本 判别 法 则 : 211 
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定理 9.16(Leibniz 判别 法 ) 者 数列 fa.} 是 递减 趋 于 零 的 ， 
则 交错 级 数 


DS) (De,=a ~ata —at 
n=1] 


是 收敛 的 ,其 和 S:0 委 S 委 aa 


2 证 明 记 S, 一 (一 1)*"a,, 由 题 设 知 

本 9 一 41 一 0 十 aa 一 0 十 … 十 ao 1 一 Ca 

数 一 (ai 一 cz) 十 (as 一) 十 … 十 (as 一 qz) 之 Sa (7 之 2)， 
页 。 类似 地 又 有 

数 Sa 一 Ci 一 (as a)— (0 as) (2 — a2 1) dal. 


这 说 明 |5,,| 是 递增 有 界 列 ,不 妨 设 limaz,==S. 
另 一 方面 9 由 Sz2nt1 = Szn tT G2n+ 1 又 可 知 limSz+i 一 9. 即 得 所 


证 . 

例 1 考察 级 数 

1 1 1 1 1 
lta rt st" (p 之 1) 

的 收敛 性 . 

解 ”这 是 一 个 交错 级 数 ,我 们 有 

(1) 若 p= 二 1, 则 因 通 项 递减 趋 于 0, 故 由 Leibniz 判别 法 可 
知 , 该 级 数 收敛 ; 

(2) 若 p 之 1, 则 记 U2n— i 2 二 1 1 (2n)7 , 该 级 数 的 前 
2n 项 部 分 和 可 写 为 


= > on — De 


注意 到 了 > ow, 发表， > wx 收敛 ,因此 原 级 数 发 散 


__ (1D” 是 发 数 衣 
212 例 2 级 数 二 5 DD 是 发 散 的 . 
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证 明 ”注意 到 (分 子 \ 分 母 同 乘 以 (Yn 一 (一 1)"!)) 


且 一 + 是 随 a 增 大 而 递减 趋 于 0 可知 部 收 儿 ,而 


Vn Vn 


级 数 > > 是 发 散 的 . 这 说 明 原 级 数 发 区 


例 3 级 数 > in(1+ 久 二 ) 是 收 人 的 


证 明 应 用 Taylor 公式 ,我 们 有 


nt ) -1) +0( 二 je 


注意 到 了 > “过 是 收 伊 的 ,上 式 右 端 第 一 项 是 绝对 收 全 级 娄 


”的 通 项 , 即 得 所 证 . 
例 4 考察 级 数 > sin(xV 下 二 三 ) 的 仇 艇 性 . 


解 (1) 把 级 数 的 通 项 写成 
sin(x Vn:t+a’ )=sinfnrt+ (Vn a —n)x] 


=(—1)"sin(VR Ta —n)x=(—1)"sin i 


(2) 由 (1) 可 知 , 当 充分 大 时 (a 是 定数 ) ,该 级 数 是 交 销 
级 数 . 又 易 知 sin| 和 二 | 是 道 碱 趋 于 0 的 (在 交大 于 基 个 


N 后 加 以 考察 ). 从 而 根据 Leibniz 判别 法 ,可知 该 级 数 收 敛 . 
例 5 设 a>aD>… 和 an 一 0 人 (2 一 co), 记 四 一 an 一 213 


六 党 汪 滋 强 干 过 流 


洋 演 汪 泣 各 埋 过 小 


214 


2 (一 1) 
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an+1 十 an+z 一 …, 则 > UnOn 收敛 当 且 仅 当 2 as 收敛 ， 


证 明 (1) 由 awo0,<<as 知 充分 性 成 立 . 
(2) 由 6 二 a, 一 0,+1 ,可知 
二 (0 十 11》 入 2( 台 十 ot+41) 之 401 ,必要 性 成 立 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


3 
(3) > (一 1)"( 希 一 1). (4) > cos{mn+ 到 jn(1 二 三) 
9) D1 二 (+ 矶 ) 


(一 D， 
0 3 1) (FT 一流)， (8) Dy mn(1+ 元 小 


(9 放 - 攻 二 所 - 丰 二 


2. 设 1la} 是 递减 收敛 于 0 的 数列 , 试 证 明 
QI 十 as 一 收敛 
3. 试 证 明 3 (一 1)"!a, 收敛 ,其 中 


1 "+id 
Qn? ao 一 上 到 (n=1,2,.) 


4. 设 1a,| 是 有 界 数列 . 若 3b, 系 件 收敛 , 试问 > ab, 


必 收 敛 吗 ? 


5. 设 |o 1 是 递减 正 数列 ，Y (一 1)"a, 发 散 . 试 证 明 
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oo 


6. 设 正 数列 |a, 1 满足 ao, 一 0(xr>co) ,试问 D2) (一 1)"a, 一 
定 收 化 吗 ? 
4.4 乘积 项 级 数 收敛 的 判别 法 


与 反常 积分 类 似 ,级 数 的 通 项 也 常 表现 为 两 种 不 同型 数值 
结构 的 项 的 乘积 . 旦 相应 地 出 现 了 Dirichlet 和 Abel 的 收敛 判 
别 法 . 

引 理 9.2(Abel) 设 la,| 是 单调 数列 ,数列 16, | 满足 


B= Db, 1B|SM (n=1,2,.), 
i=1 


则 级 数 > a.6, 的 部 分 和 满足 
Da <M a lta)) (=1,2,.). 
证 明 “对 乘积 的 和 式 > ab; 应 用 Abel 变换 ,已 知 有 


1 nl 
> abi= >) 有 (ai 一 Ci+l ) 十 aq, 也,. 
i=1 i=1 


从 而 由 {a.1 的 单调 性 可 得 
Dal< DB laanl tleB, 


+Mla,| 


nm—l #1 
<M 2 |ai;— Qi | 十 Mla,| =M| > (a;—airi) 
i=1 i=1 


=M|ja—a,|+Mla,|<M(la lt lal)+Mla,l 
=M(|al+2|a|l) (n=1,2,.…). 
即 得 所 证 . 

定理 9.17(Dirichlet 判别 法 ) 设 

(1) fa 是 单调 数列 , 且 a, 一 0 (n 一 00); 


(2) 2b, 的 部 分 和 有 界 , 即 存在 M>0, 使 得 


当 监 总 池 避 好 汁 涉 
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1B, |M,B,= > b;, (n=1,2,.") 
i=1 


则 级 数 > op, 收 全 
证 明 ”根据 Cauchy 收敛 原理 ,只 需 考 察 和 式 3 aib; 在 nn 
充分 大 且 p 是 任意 正 整 数 时 的 大 小 . 由 (2) 可 知 


tp 
> b; | 一 | bari 二 bt? 十 … 十 b+p | = | B， ,一 也， | <2M. 


n+l1 


从 而 应 用 Abel 引 理 得 到 
3 a6, | <2M( orn lt2lanol) 
因为 a 一 0 (neo) ,所 以 对 任 给 的 e>0, 存 在 N, 当 n>N 时， 
有 la.|<8i 
这 样 , 对 于 当 "人 六 时 ， 对 任意 的 正 整 数 请, 我 们 有 


D6 =<2w 高- €, 


即 得 所 证 . 
注 ” 交 错 级 数 的 Leibniz 判别 法 是 Dirichlet 判别 法 的 特殊 


情形 . 这 是 因为 视 b= 二 (一 1)"”! (n= 1,2,…) 时 ， 
>) 6,== > (一 1) 一 :的 部 分 和 是 有 界 的 , 即 


> ps se 


车 |a,} 是 递减 列 , 且 ao, 一 0 (nm 一 co), 则 级 数 2 (—1)"16, 


一 > ab 收敛 . 


Sinzz 收 
收敛 


例 1 对 任意 的 zE (一 co,co)， > 2 
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证 明 对 xz 关 kx(k=0, 土 1, 土 2,…), 注 意 不 等 式 


| 2 sinkz | 2 2sin Fsinkz 
= 2sin 二 | t=1 
2 
=- 1 工 _ 1 1 
Tan cos 也 cos( 十 可 js 可 (#2 之 1 )， 
2sin 了 Sin 广 


可 视 包 = sinnzya 一 工 (ma 一 1,2,…), 则 根据 Dirichlet 判别 法 ， 


xn 
知 该 级 数 收敛 . 
注 1. 对 于 余弦 函数 ,也 有 公式 : 


nx (nt+1)z 
四 Sin 二 * COs ~ 一 人 一 
2 
> COSA 工 一 
k=1 


in 
2 (n>1). 


sin 世 
2 


1 = 工 
EE > 
Sin 一 ?一 1 
2 
(z 天 24r) 收 敛 ， 


2 级 数 > sinnz (zkx,&E Z) 不 是 绝对 收 伍 的 . 
证 明 根据 不 等 式 


sinnzx 


由 此 可 知 


于 
> COS 开 工 
二 ] 


simnr 1 cos2nzx 
之 一 一 一 二 二 一 一 一 一 
n 2n 2n 


再 注意 到 上) 元 发 散 ，> cos2nz 收 剑 , 即 得 所 证 
例 2 对 任意 的 <E (一 ,co) ,级 数 
5 
是 收 全 的。 
(1+ 训 十 …+ 二 ) 


71 


证 明 记 a, 一 , 则 由 
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za 人 (1 十 误 十 … 十 二 了) 一 na 人 (1 十 到 + 十 大) 上 7 
< 一 zf1 十 坦 十 …… 十 立 ) 十 (1 十 于 十 … 十 于] . 
一 (n+1) (1+ 喜 十 … 二 二)， 
可 知 a 之 awi(n 二 1,2,…). 此 外 ,又 由 
lj...4+1 


可 知 a.->0 (zco), 此 外 ,因为 有 不 等 式 


>) sinkz |< l 9 工 夭 272T (m=0, 土 1 ,…),， 
t=1 sin 王 | 


所 以 根据 Dirichlet 判别 法 即 得 所 证 . 
定理 9.18(Abel 判别 法 ) 设 


(1) fa 是 单调 有 界 数 列 ; (2) 级 数 2 收敛 , 则 级 数 


> ， ab。 收 伍 . 
证 明 虽然 Abel 判别 法 可 用 Abel 变换 来 证 明 ,不 过 这 里 
把 它 作 为 Dirchlet 判别 法 的 推论 来 导出 . 
由 (1) 不 妨 假定 ao, 一 上 (n 习 品 ), 并 令 6 一 a, 一 a(n 二 1,2， 
…), 此 时 当 nn->cc 时 c, 单调 趋 于 0. 因为 
al, 一 (as 一 4)p 十 cp 一 co 十 ab ， 
而 由 (2) 知 级 数 >) 6 的 部 分 和 有 界 ,所 以 ic 与 > 6 满足 


Dirichlet 判别 法 的 条 件 , 即 级 数 > cb， 收敛 , 从 而 > wb。 收 
全 
例 3 级 数 了 》) (一 1)" 2 下 是 收敛 的 . 
2 历 
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证 明 视 a, = arctann, 则 {a,| 是 单调 有 界 列 ; 视 6b, = 
(—1)" hy 
本 , 则 级 数 


oo oo 


n=1 n=1 n 
是 收敛 的 . 根据 Abel 判别 法 即 得 所 证 . 
例 4 若 级 数 > 器 在 z 一 zo 处 收敛 , 则 此 级 数 在 z>> za 
处 也 收敛 
证 明 ”因为 我 们 有 


on oo 
记 芋 = 
n” dn 


n=] 


1 
Nn 3 


注意 > 2 所 收敛 ,以 及 -= 二 在 zx>zo 处 随 ” 增 大 而 递 碱 于 0， 


所 以 根据 Abel 判别 法 即 得 所 证 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 ; 
1. 判别 下 列 级 数 的 伍 获 性 ; 
。 cosf za 十 工 
(1) 站 
和 ln (n+l1) 


) Sin2 7 < sinn * sinn? 
(3) pe (1) 2 ee. 


(提示 ,利用 三 角 公式 ) 
2. 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


(1) > Tae. (2) > (一 1) ee. 


Le 
COS1Z ”Sim1 并 
(2) 2 
R 一 


(3) > (mw +l) —n +1) 一 2 (4) > arctann. 


nn po 


3. 设 3 a, 发散, 试 证 明 3 na, 发散. 
4， 判 别 下 述 级 数 的 敛 散 性 : 
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5 十 … 十 


> 1 
之 (to ay Ty om 


5. 设 3 a, 收 敛 , 试 证 明 
n=l 
lim 2) 一 im 全 二 2 全 二 ae 一 0 


N00 n 


(a S$, 一 0,5, 一 > ww 注意 ha 一 一 3 Si+n5, 
s$ 5 级 数 项 序 的 重新 排列 


大 家 知道 ,在 有 限 项 的 求 和 运算 中 ,可 以 不 必 按 前 后 次 序 进 
行 ,所 得 结果 不 变 . 但 这 一 结论 对 无 穷 项 求 和 运算 就 不 一 定 成 立 
了 . 例如 在 级 数 


5= > (- 1 二 一 1 一 王 十 二 一 并 二 =ln2 。 … 


中 ,将 其 求 和 顺序 改变 ,重新 排列 为 
ls-41t3 6 8t ti -i 4 


则 其 和 为 去 In2. 
事实 上 , 记 级 数 中 之 部 分 和 为 S,,@ 之 部 分 和 为 60, , 则 
"yl 1 _1 "/ 1 1 
wa 2 (下 了 大 )= 和 (3 一座) 
1\、 1 
“3 各 (5 一 残 )= 王 Se 
又 由 S, 一 5(z 一 ce) 以 及 关系 式 


1 } 1 1 1 
Osnt1 一 到 So 十 区 十 1 ， Gan+2 -Font oT is’ 


2 可知 mnta-> 号 (mco) ,04wts 一 字 (n>o0). 即 得 所 证 . 
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级 数 求 和 次 序 的 重新 排列 在 收敛 与 求 和 问题 中 有 重要 的 应 
用 . 于 是 ,自然 要 问 :在 什么 条 件 下 ?级 数 各 项 进行 重 排 后 其 什 
不 变 . 我 们 将 看 到 绝对 收敛 在 这 里 扮演 着 重要 的 角色 . 对 此 , 先 
给 级 数 重 排 一 个 确切 的 陈述 : 

级 数 (B) :> 6 是 级 数 (A): 5S 1 a 的 一 个 重 排 是 指 ,(A) 
与 (B) 的 项 之 间 存在 一 个 一 一 同 项 对 应 , 即 (4) 中 每 一 项 正 是 
(B) 中 某 一 确定 的 项 ,反之 亦 然 . 显然 , (A) 与 (B) 互 为 重 排 级 
数 . 

定理 9.19 (Dirichlet) 设 级 数 (B): > b, 是 (A): 3 an 
的 一 个 重 排 . 著 级 数 (A) 绝 对 收敛 , 则 级 数 (B) 也 绝对 收敛 , 旦 有 


证 明 分 两 步 进行 : 
(1) 设 (A) 是 正 项 级 数 ,其 和 为 3, 部 分 和 记 为 5S, ;级 数 (B) 
之 部 分 和 记 为 6 ,显然 有 


Gn >,a 一 S (m=1,2,.…), 
一 工 


故 正 项 级 数 (B) 之 部 分 和 序列 有 界 , 即 (中 ) 收 敛 . 记 其 和 为 c, 则 
oS, 

反之 , 视 (4) 为 (B) 的 重 排 级 数 , 同 理 可 知 (A) 收 敛 , 且 有 
S 委 co 从 而 有 o=S 


(2) 现在 考虑 a, 是 任意 项 级 数 , 且 绝 对 收敛 .为 了 应 用 


(1) 的 结论 ， 我 们 从 级 数 分 解 为 正 部 与 负 部 级 数 来 考察 ,注意 到 
at ,az ,b+ ,bz 跨 非 负 , 且 有 


fe {oe 
Ja:|=at a ， (16,|= 太 十 厂 ， 


从 而 知 
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a lt AE 


2 


lo-a | ll 


2 ” ” 2 


b+ = 
由 于 级 数 (4A) 绝对 收敛 , 故 级 数 (A+ ); 3 a 以 及 (A-); 
> a 幽 收 钱 . 因为 (4+ ) 与 (4A- ) 篆 为 正 项 级 数 ,而 (B+ ): 


p32 与 (B ): > 是 相应 于 (A? ) 与 (A”) 的 重 排 级 数 , 所 
以 根据 (1) 中 所 过 ， (8+) 与 (8- ) 是 收 合 的 ， 且 其 和 也 相同 : 


泛 泪 总 泗 玲 贡 汁 小 


这 说 明 入 是 绝对 收敛 的 , 且 = au 一 > b,. 
注 1. 上 述 定 理 表 明 :对 于 正 项 级 数 ,若是 收敛 的 , 则 其 和 
与 级 数 中 各 项 求 和 的 先后 次 序 无 关 ; 若 是 发 散 的 , 则 其 任意 的 重 


排 级 数 也 发 散 . 
2.、 对 于 正 项 级 数 或 绝对 收敛 级 数 ,其 中 的 项 可 以 任意 地 合 


并 起 来 求 和 ,而 不 影响 其 求 和 性 质 . 这 一 事实 与 有 限 项 求 和 相 
同 . 因此 ,绝对 收敛 亦 称 无 象 件 收 全 


3 6 两 个 级 数 的 葬 积 


大 家 知道 ,对 于 两 个 各 有 有 限 项 的 求 和 式 子 ,如 
222 
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9 一 Co 十 Ci 十 az ， 
0 二 如 十 bi 十 by， 
其 和 的 乘积 可 直接 通过 各 项 乘积 的 和 算出 : 
S*o=aobot(aobitabo) (a0b; ab azbo) 
十 (Qibz 十 azbi ) 二 asb;. 

对 于 两 个 无 穷 收敛 级 数 , 其 和 的 乘积 是 否 也 可 进行 类 似 的 
操作 ? 这 一 问题 在 无 穷 级 数 作 为 一 种 表达 工具 ,特别 是 在 函数 
项 级 数 的 展 式 中 有 着 重要 意义 . 下 文 将 指出 ,绝对 收敛 概念 在 其 
中 又 扮演 着 重要 角色 . 

设 有 两 个 收敛 级 数 

S= > ww 一 ao 十 ai 十 az 十 … 十 as 十 …， 


## 一 0 


洋 演 业 洲 缴 博 过 洲 


0o= > 一 bo 十 也 十 bz 十 … 十 Bb 十 …. 


首先 ,按照 乘法 的 一 般 规则 ,当然 是 级 数 中 每 一 项 都 应 参加 
这 一 运算 ,我 们 将 其 全 部 排列 如 下 


Co bo do bh Uo bo “"* Uo b, 
aibo Cl bi aib: bis aib, 
azb, azbi [7 b, " asb, 
anbo arp ap … a 


其 次 ,是 把 这 些 两 两 乘积 项 全 都 加 起 来 . 按 什 么 样 的 次 序 来 
加 呢 ? 一 般 而 言 , 只 要 遵循 从 有 限 过 小 到 无 限 的 原则 , 且 保 证 一 
项 不 漏 总 是 可 以 的 ,我 们 把 它 表 示 为 


>， ain bi 一 Qiopio 十 Qi by tT ax bin 十 
n=0 


这 里 的 指标 n 表示 求 和 次 序 ,而 i,i 则 表示 名 自 来 自 (A),(B) 
的 指标 . 不 过 ,最 简易 的 方式 是 方形 序 和 对 角 线 序 : 
方形 序 :aopo 十 (aop 十 ai 和 十 at) 十 (abs 十 @ 加 十 ap 十 223 
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azbi t+azbo ) 二 +…; 
ap | oh | atb, | aob > aob 一 b, 2 
EE 鸣 ” 的 /的 。。， 

bo 45 at | Qubo Qo & 

: : : :  : : 


Qo ps 
b [4 


对 角 线 序 ;aob 十 (aobi 十 aipo) 十 (ao taib 十 azbo) 十 …. 
其 中 ,方形 序 求 和 式 也 可 写 为 ( 若 它 的 和 存在 ) 
pb 


N00 


i 二 


对 角 线 序 求 和 式 也 可 写 为 (车 它 的 和 存在 ) 
lim > C= > Ci, CC, 一 > Ds, 


并 称 后 者 为 级 数 3 a, 与 > 6b, 的 Cauchy 乘积 . (注意 ,如 果 
是 考虑 级 数 3. a, 与 3 b 的 Cauchy 乘积 ,那么 应 表示 为 


>， CC 一 了 >， cb] 


n=1] k=1 


易 知 ,当下 述 两 个 级 数 
Do, De 


n=0 


均 收 敛 , 且 其 和 各 为 S,o 时 ,此 两 级 数 的 方形 求 和 的 乘积 自然 是 
S . ca. 然而 ,Cauchy 乘积 的 特征 是 ,其 中 C, 的 表达 式 内 每 项 的 
两 个 足 标 和 都 是 ”, 这 一 整齐 的 规律 性 使 此 种 乘积 扩大 了 应 用 
的 范围 (如 在 级 数 的 表达 性 上 ). 因此 ,我 们 常用 的 是 乘积 的 
Cauchy 形式 . 

关于 无 穷 级 数 的 乘法 运算 ,主要 有 下 面 的 结果 : 

定理 9.20{Caachy) 设 级 数 
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六 a 二 S, > b, =0o 
是 绝对 收 人 钱 的 , 则 此 两 级 数 的 豫 积 为 


Dj a biw =S ”CI。 OD 
n 二 0 


特别 对 Cauchy 乘积 有 


yc-s. o. 
一 0 


证 明 (1) 由 题 设 知 ,存在 正 数 M, 使 得 对 任意 的 正 整数 
和 N ,都 有 


N N 
D2) la lM, D2) 16,)<M. 
n=0 天 一 人 


(2) 对 任意 的 正 整数 mm, 令 NN 一 max 1i(n),j(x)}, 易 知 


3 ewbinl< Pleadlsl=| Deel) Dis)<m. 


由 此 可 知 式 久 中 级 数 是 绝对 收 钱 的. 
(3) 根据 定理 9.19, 绝 对 收敛 级 数 的 性 质 与 各 项 求 和 次 序 
无 关 . 因此 ,特别 利用 方形 求 和 次 序 , 可 知 
aobo (aodi Tab Taibo ) 
+ (aobs arb tas bs tasbi ab ) 


Ae | nl 
limS eb, =lim| > 加 | 2) “j= “0. 
j=0 Tm 


从 而 式 中 成 立 . 
例 1 在 (一 1,1) 上 ,级 数 
1 


Dy T=1 十 x 十 十 十 "十 二 和 一 


了 一 工 


绝对 收敛 , 故 在 (一 1,1) 上 有 


|) 


n=0 
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= > (1 关 十 zz 十 …… 二 1) 一 DD) (n+l)r". 


n=0 


例 2 考察 级 数 3 (二 的 自 乘 级 数 的 剑 散 性 . 


n=0 


解 记 a, 一 < 一 0 - , 则 Cauchy 自 乘 级 数 的 通 项 为 
《一 二 ) 针 "一 赤 卡 1 


C 3 -De 


k=0 k=0 


1 
=(—1) > DC 
.lr1l 1 
=(™—1) Dl 
(—1)" 
=2 [1++…+t] 
1 ol 


1 十 忆 十 本 
因为 ,一 -一 2 于 是 递减 趋 于 0 的 ,所 以 自 条 级 数 


> G, 收敛 ， 
n=1 

注 “如 果 两 个 级 数 皆 条 件 收敛 ,那么 它们 的 Cauchy 乘积 可 能 发 散 . 
例如 . 


ob = DD", (n=1,2,.…) 
则 > a, 与 > 4 的 Cauchy 乘积 级 数 之 通 项 为 
n= 二 1 n=} 


:1 工 1 jl 
CC 一 (一 (去 + ED + Vk(n Ey + 大 
根据 不 等 式 TD 

1 


|, 
VE(n—k+1) > [> 
这 说 明 级 数 > C, 发 散 . 


226 思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 


->>1 (n=1,2,.…) 
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1 记 S(z)= 了 于 ,xzE( 一 ,00), 则 


n=0 


S(z+y)=S(z)++S(y), X,YyE(— ,00). 
2， 若 正 项 级 数 3) a, 收敛 , 正 项 级 数 >) b, 发 散 , 则 它们 
的 Cauchy 乘积 


n 


> Cs, C= > QDniti 
n=1 


发 散 . 
3， 设 级 数 了 ) a,， > b, 收 合 , 且 其 和 各 为 5,0. 若 此 两 级 


n=l 


数 的 Cauchy 乘积 


> C ,C= > CP | 


n=1 =1 


也 收敛 , 则 其 和 为 S$，o. (提示 :参阅 第 十 一 章 $ 3 中 例 1) 
注 记 


(一 ) 级 数 发 展 史 简介 
古 希 腊 数 学 家 Archimedes 曾 计算 过 抛物 弓形 的 面积 S( 图 9-1,QPD 
是 抛物 线 的 中 心 弧 段 ) ,他 采用 的 是 将 图 形 分 为 许多 小 三 角形 的 办 法 . 即 
如 图 所 示 ,P 是 GPO 的 项 点， 作 三 角形 AQPO; 再 在 两 个 小 抛物 弓形 中 作 
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两 个 小 三 角形 人 QP1P, A 人 AOPi1P,… 依 次 作 下 去 ,并 把 这 些小 三 角形 面积 
加 起 来 : : 

AQPO+AQP,P+AOPIP 十 …, 
但 由 于 受 当 时 的 科学 思想 水 平 的 限制 ,人 们 不 理解 “无 限 过 程 * 这 一 观念 
的 实质 ,把 握 不 住 如 何 进行 “无 限 ” 次 的 运算 . 因此 ,最 后 Archimedes 在 作 
了 有 限 项 加 法 之 后 ,用 了 巧妙 的 “穷竭 法 ", 得 到 了 关于 扫 物 弓形 与 大 三 角 


形 面积 关系 的 正确 等 式 :S 一 人 AQPO. 


在 我 国 , 魏 普 时代 的 刘 微 (公元 3 世纪 ) 在 用 “ 制 圆 术 ” 计 算 圆 面积 时 ， 
让 圆 内 接 正 多 边 形 的 边 数 成 售 地 增加 ,再 把 每 次 增加 的 小 三 角形 面积 累 
加 起 来 ,并 指出 “出 之 弥 细 ,所 失 弥 少 . 割 之 又 割 以 至 于 不 可 割 , 则 与 圆 合 
体 而 无 所 失 矣 . "这 说 明 他 也 遇 到 了 数 项 没完 没 了 相 加 的 问题 , 且 相 信和 其 
结果 就 是 圆 面 积 , 也 就 是 说 ,他 有 了 数 项 无 限制 地 加 下 去 是 可 以 收敛 到 一 
个 定 值 的 联想 , 只 是 由 于 古代 的 科学 思想 水 平 的 限制 ,还 不 能 作出 进一步 
的 发 展 而 已 . 

在 数学 发 展 史 中 最 早出 现 的 无 穷 级 数 是 公 比 小 于 1 的 几何 级 数 , 且 
在 16 世纪 还 有 人 得 出 了 它 的 求 和 公式 . 1647 年 ,Gregory 在 他 的 《几何 著 
述 》 中 还 认识 到 Achilles 追 龟 问题 (Zeno 悖 论 ) 可 用 无 穷 几 何 级 数 的 求 和 
问题 来 解决 . 由 于 该 无 穷 级 数 的 和 是 有 限 的 , 故 Achilles 可 以 在 一 个 确定 
的 有 限时 间 和 地 点 追 上 乌龟 . 

级 数 的 重要 应 用 还 在 于 计算 一 些 特 殊 的 量 中 的 意义 ,例如 r,e,Leib- 
niz 在 1664 年 就 得 到 过 一 个 著名 结论 : 

4 

然而 在 那个 时 代 , 包 括 18 世纪 ,人 们 只 是 把 无 穷 级 数 当 作 是 一 个 有 
无 穷 多 项 的 多 项 式 来 看 待 . 虽然 人 们 偶而 遇 到 一 些 其 和 是 无 穷 的 级 数 ,其 
至 Gregory 还 提出 “收敛 "与 “发 散 " 的 名 称 , 但 是 因为 所 取得 的 成 功 越 来 越 
多 ,就 认为 凡是 “函数 "都 能 用 无 穷 级 数 表 示 , 而 在 进行 纯 形 式 运算 时 ,并 
没有 认识 到 其 中 存在 的 困 感 和 问题 的 深刻 性 . 

至 19 世纪 ,这 种 不 加 区 别 的 使 用 无 穷 级 数 的 状况 无 法 再 继续 下 去 
了 ,因为 已 经 出 现 若 干 可 疑 或 荒 廖 的 结果 . 例如 对 无 穷 级 数 

一 1 十 1 一 1 十 … 一 1 十 1 一 1 


=1- 工 + 工 _ 工 十 … 
一 1 一 可 十 本 一 也 十 *… 


如 果 把 它 写 为 
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(1 一 1) 十 (1 一 1) 十 … 十 (1 一 1) 十 …， 
那么 结果 等 于 0; 如 果 把 它 写 为 
1—(1—1)—(1—1)—…—(l—l)+…, 
那么 结果 等 于 1. 

19 世纪 20 年 代 初 期 ,在 前 人 关于 “无 穷 小 分 析 ” 工 作 的 基础 上 ， 
Cauchy 首次 提出 了 用 部 分 和 的 极限 来 界定 无 穷 级 数 的 收敛 概念 ,并 指出 
有 关 级 数 的 运算 只 有 对 收敛 级 数 才 是 有 效 的 (据说 ,他 在 法 兰 西 科学 院 作 
这 一 宣讲 时 , 曾 引起 学 术 界 极 大 关注 . 例如 数学 家 Laplace( 拉 普 拉 斯 ) 曾 为 
此 而 仔细 检验 了 在 他 著作 中 所 述 的 级 数 的 收敛 性 ). Cauchy 在 1821 年 的 
著作 中 ,还 给 出 了 检验 级 数 收敛 的 根 值 判别 法 以 及 充分 必要 条 件 . 

(二 ) 用 级 数 部 分 和 数列 的 子 列 判 敛 法 的 推广 
用 级 数 部 分 和 数列 的 子 列 的 收敛 性 来 判定 该 级 数 的 收敛 性 的 方法 还 
可 推广 如 下 : 


命题 9.1 设 ww->0 (rco), 记 3, 一 >，ak， 
车 存在 正 整数 子 列 fni | ,使 得 
lim 9， 一 9， Sup(ma+l 一 而 ) 王 AM< 十 ce , 则 9 一 (aoo )， 


ie 十 oo 


证 明 任 给 e>0, 对 于 充分 大 的 2 不妨 设 


nnnir, [|S — S| < 本， |a。 [< 


|1S.—SI<|S,—S. | 十 1$, 一 $| 


7? 计 ] 
€ € E 
二 > |a | 十 广 <M py 


ntl 


{三 ) 根 值 判别 法 与 比值 判别 法 的 比较 
下 述 命题 说 明 , 根 值 判别 法 强 于 比值 判别 法 : 
命题 .2 若 a,>>0 (n==1,2,…), 则 


Cn 十 1 


1 1 
> 。 — 一 = T— Gn+l1 
lim limar Slmar <lim——. 
二 = oo no 


mc Un Pp 


证 明 只 需 指 出 


1 1 
ri 到 一 ， e+1 ， 
lima* < lim ,lim—— < limar. 


no neoo Wn no tn Woo 


在 这 里 只 讨论 前 一 不 等 式 , 


Cs+1l 
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记 (各 + ) 一 人 若 一 十 co , 则 无 所 可 证 . 车 (< 十 ce , 则 存在 了 :L< 
[以 及 NN ,使 得 (参见 定理 9. 9 的 证 明 ) 
gan (A), SN); <[av(-w 二 7 
令 xco, 上 式 右 端 的 极限 是 ”可 知 Tiay </ .再 令 /一 4, 即 得 所 证 . 


例 考察 级 数 >  c ,其 中 


第 
， 
< :7 是 奇数 ， 0<a<b<l. 
党 好 ,x 是 偶数 ， 
数 
项 易 知 
级 n+ 
by 
数 on (之 ) ”， 4 是 奇数 这， 
Cn ” L 
a(£) 是 偶数 ; bi, 2 是 偶数 
从 而 可 知 
lim =0,，Jm 人 et = 二 +o0 
Woo Cn ce Cn 
i 1 1 1 
lmcr =a? Imcn =b: <1. 


这 说 明 了 S) c, 收 伍 , 但 比值 判别 法 对 此 例 无 效 . 


(四 ) 有 关 比 值 型 判别 法 
更 一般 的 比值 型 判别 法 还 有 下 述 Kummer 的 结果 , 它 的 一 个 特殊 情 
形 是 Gauss 判别 法 ,其 用 途 也 很 广泛 . 


命题 9,3(KummerQ@_ 判别 法 ) 设 >,a，>) 名 是 两 个 正 项 级 数 ， 


n=1 


则 SY a, 在 1>0 时 收 伊 ,在 1<0 时 发 散 . 
证 明 (1) 假定 :>>0, 则 存在 N, 使 得 


230 @ 库 默 尔 (1810 一 1893 ) ,德国 数学 家 . 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


le 1 a 
(>N). 


al, 则 对 上 述 不 等 式 相 加 后 ， 可 知 Si+1 过 Sn+i 十 


i 

4 

上 
il 


SS [生生 


Si Sn+t 2 (Pt), Sn <Sun th (n>N). 
A AbN+1 


bn+1 bunt 


这 说 明 5S, 是 有 界 的 , 即 >) ao 收 全 


nl 


(2) 假定 4<0, 则 存在 NN, 使 得 


1 Un _. 2 > 和 
ba 元 <0 (n>>N), 或 > 


由 此 易 知 4, > n 之 N 十 2, 从 而 由 Sa 发 散 得 到 D3 发 散 . 


命题 9.4(Gauss 判别 法 ) 若 正 项 级 数 p> a 满足 关系 : 


n=l1 
-au 一 1 十 一 “+O(- a) (n>00,6>0), 


Qnt] 


则 3) a, 在 9>1 时 收敛 ,在 9<1 时 发 散 


这 是 因为 我 们 的 O( 直 各) 一 0( 二 ) (no0), 所 以 只 需 看 0 一 1 的 情 


形 ( 参 见 Raabe 判别 法 ). 此 时 有 
-1 十 一 二 +o( 二 


3) (ro)， 


Qnt1 


,我 们 有 


lim( 产 2 一 一) 


branti brti 


取 包 一 


i 


=lim {alon) | 1+ 二 +0( 让?) |-(nt Din(ntD) 
=lim {(x+ Dln a4 T+ (ninn)O(- 25))=-1. 


因为 > 也 -是 发 散 级 数 ,所 以 根据 Kummer 判别 法 知 2。 发 艇 . 


nel 
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例 考察 级 妆 > 人" ) 的 合 衣 性 ,其 中 (“)=“ 一 2. 


解 令 (“) 一 (一 1)"!b, ,6 一 外 一 2 一 (+ 一 9, 易 知 存在 和 N, 当 


?之 几时 不 变 号 , 故 不 妨 设 为 ,之 0(n 之 NN). 因为 
a 十 1 


pt 1+ 


嫩 40( 坟 ) ,no)， 
所 以 我 们 得 到 

>、/a\ | 绝对 收敛 ,a 二 0， 

之 ) [和信 1 


命题 9,5 若 正 数列 a, | 满足 
-一 1 十 过 +O( 过 ) ，(r>eo,z>0)， 


各 和 泪 部 沟 珠 姓 寺 各 


Qnrn+1 
则 易 证 ev 0(n>NN), 
(五 ) 应 用 反常 积分 对 级 数 部 分 和 的 量 阶 进行 估算 
应 用 反常 积分 的 估算 ,对 正 项 级 数 部 分 和 的 量 阶 还 可 作出 更 明确 的 


公式 . 


命题 9.6 设 /F(z) 是 [1, 十 ce) 上 正 值 递 减 国 数 , 且 F(z) 一 0 (x 一 
十 ce) , 令 
s.- > A), m= Fdesd=S, th n=l,2,.) 
则 (1) 0<f(t DSdn Sd <f0) (n=1,2,.); 
(2) 存在 lima,; 
(3) Odi—limd,f(k) (k=1,2,.%). 
证 明 
(ea= 立 六 Andns Ds, 
pnt Bn SB ed 0<< An 十 1) 委 vd. 


一 de 一 (Sa 一 5 一 | fz)dr— flnt1) 


十 1 
>| fnt Ddr— fnt1)=0. 


232 故 ds 全 d,. 从 而 (1) 成 立 . 
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(2) 由 


m 十 1 
0<d, 一 4 一 | Ar)dz 一 FatD) 
< 全 7r(Ddz 一 fa+D= Am) 一 Fn 二 1)， 


0< Fad) DW) -ft DL 


从 而 可 知 de— dm+1 fk) , 即 得 所 证 . 
注意 , 若 记 D=limd， , 则 由 (1) 知 0 和 Df(1). 由 (2) 给 出 


0< > 71- fz)dz—DE/n); 


> £8)= fz)dz+D+OC)). 


例 1 > 直 = 叶 二 +D+0O( 去 ) ,aF1., 


= 1 1 
例 2 2 zin(lnn)+D+O( 志 ) 
关于 级 数 与 反常 积分 的 相同 敛 散 性 ,我 们 还 有 以 下 结果 : 
命题 9.7 设 /f(z) 在 [1,co) 上 连续 可 微 . 若 | “1 (z)1dz 收 仇 , 则 
[站 rayaz 与 > 7Cm 同 效 艇 . 


证 明 (1) 设 | ”f(z)dz 收敛 , 记 S, 一 >) (4), 则 根据 Abel 变换 
t=1 


可 知 
3S, =nf(n)— Dk[f(k+1)—f(&)] 
=-AGD+ ELzf 6) S| [zz)dz 
= AD+| fz)+ radar [zf a)dz. 
自 此 知 


s.—[ fz)dr=fD + (Lr) (rdr. 233 


薄 渔 汪 举 绊 项 斗 流 
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注意 到 | (x 一 [x]) 了 (rz)| 志 |f(z)|1, 上 式 右 端的 积分 收敛 . 这 说 明 存 
在 极限 


im{S, -| Fa)dz] ， 
即 >，F(z) 收 全 ， 


(2) 假定 > Fa) 收 笋 , 易 知 (四 一 0 (mco) ,再 注意 到 | f(z)dz 
收敛 而 使 得 极限 lim f(z) 存 在 , 故 有 f(z)-*0 (十 oo) 
根据 | ”|/(z)1dz 的 收敛 性 ,以 及 


| 六 reod-ra|=| 广 Co- 


fo (faa 


十 1 广 fl)ae=] If (nd, 


<| (ff Wa 


4 


可 知 存 在 极限 
到 (madz- D100) 
从 而 由 >， f(n) 的 收敛 性 , 即 得 所 证 . 


(六 ) 关于 绝对 收 但 与 条 件 收效 
关于 级 数 的 绝对 收敛 和 条 件 收敛 ,我们 还 有 下 列 结果 ; 


命题 9.8 若 对 任意 的 收敛 于 0 的 数列 | 如 | ,级 数 > a.b, 总 收敛 ， 
则 > a 必 绝 对 收敛. 
证 明 反 证 法 .假定 了 |a.| 发 散 , 记 S,= 六 la|, 则 易 知 > 攻 


n=l 


发 散 ,但 若 视 苦于 为 a。， 名, 且 注意 到 3 各} >0 (noo) , 则 依 题 


,34 设 > 反应 收敛 ,矛盾 (符号 sen(4) 一 十 1( 若 A>0), 一 1( 若 A<0)) 
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命题 9.9 若 对 任意 的 收敛 级 数 > b,，》) a,b, 总 收 化 , 则 1a,| 有 界 


变 关 | > Co, 一 ort) 绝对 收 货 ] 


证 明 ”只 需 指出 :对 任意 收敛 于 0 的 数列 1S,| ,有 > S, (a 一 1) 


收 化 妈 可, 作 6 一 S, 一 5,-1, 则 如 0 (m0), 且 S, 一 六 (不 妨 设 S= 莫 
k=1 
- _ 衬 
0). 注 意 到 > S, (a —ant1 )— 22 “6, , 即 得 所 证 . 站 
二 全 数 
注意 ,人 一 $ 一 子 } 是 收敛 列 ,但 非 有 界 变 差 列 . 项 
级 
命题 9.10 若 > a, 条 件 收敛 , 则 数 
lar | 十 
>， + ar 
lim El 
wm la 一 au 
k=1 2 
(七 ) 对 交错 级 数 一 个 范例 的 和 值 估计 
例 设 p>>0, 且 记 S= > CD , 则 二 <Ss<1 
声 ” 本 n=l n? " 2 
证 朋 记 
1 1 1 1 1 
Sm = (1 )t (wo)t + (ty cay ) 
1 1 1 1 
Sil 一 (站) 一 (ty) 
易 知 5,.(S,,1) 随 递增 ( 减 ) , 故 可 得 
S<SI=1, SS (n=1,2,.…). 
现在 再 考察 Su_,. 注 意 到 /(z) 一 六 在 (0,co) 是 (下 ) 凸 函数 ,我 们 有 
1 1 1 2 
训 + 吉 > 让 ,六 + 训 > + > Cin 
从 而 有 合计 
1 1 1 1 1 1 
SonTl ot st tn) (nr (Canty 
1,1 1 1 __1 
>1l-tr nan 1 2753 235 


图 痊 总 法 珠 项 扎 浊 


数学 分 析 《 第 二 册 》 


由 此 易 知 
limSw1 二 S 之 1 一 亏 limSs,=1 一 蕊 
a nt 过 2 2n 二 27 
、 22 1 
这 导致 5 之 允 十 I> 廊 - 


( 八 ) 关于 村 积 项 级 数 的 收 全 
命题 9.11(Dedekind 判别 法 】 设 > 6, 收 合 . 车 > (a -os ) 绝 


对 收敛 , 则 级 数 > ,avb, 收敛 ， 


n=1 


证 明 记 B.= 》)b, 则 4b, 一 B, 一 B,; ,从 而 有 
下 一] 


3 ak | 一 > QB — > arBii 


nil ntl n+l 


网 一 | 
了 >) (au 一 ar)B4| 十 jenB。 一 vB。| , (m>n). 


= 


< 


由 题 设 知 存在 M>0, 使 得 18.1 委 M (n==1,2,…). 又 设 a,>a (2 一 
co) 和 号, 一 B (zco) ,不妨 记 a 二 a 十 6 (60),B, 二 BB 十 人 (6 一 0), 则 


m—l 
>) (ar—artr1)B, 
[anB,—a,B,|=|(ate, ) (B+ )— (ate)(B+6,)| 
一 1B8(e 一 ) 十 ac( 和 一 六 ) 十 (en0n 一 5 ) 1 一 0 (co )， 
根据 Cauchy 收敛 原理 ,可 知 该 级 数 收敛. 
命题 9.12 设 > nau 收敛 , 则 级 数 >，(n 十 1)aots(m 一 1,2,…) 收 
敛 . 
证 明 由 于 
2 (nt lantn= 六 (k— m+ 1)ax 


n=0 二 mm 


= 一 ] 
一 之 (1 一斑 )eas, 
有 (1 一) ”是 递增 有 界 列 , 故 根据 Abel 判别 法 即 得 所 证 . 
( 九 ) 关于 级 数 乘积 的 一 个 结论 


ml 
SM Dy lw 一 al 一 0 (neo0). 
下 一 性 
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命题 9, 13( Mertens@] 设 级 数 (A): Za 绝对 收敛 ,其 和 为 5; 


| 


(B): >) 5b, 收敛 ,其 和 为 oc, 则 (A) 与 (B) 的 Cauchy 乘积 收敛 , 且 有 


S CC, 一 Soc。 
证 明 记 级 数 的 部 分 和 各 为 


Sn 一 Sa, Pd Sb,, 二 So,, 
=0 k=0 k=0 


依 题 设 有 
SS, Oo, S00° S$, (n>»00), 
我 们 的 目的 是 证 明 


limT, =$ “0o, 
(1) 由 (4) 的 绝对 收敛 可 知 ,存在 M>0, 使 得 对 一 切 # 有 
> lal< Hlal<Mm. 
k=1 


下 一 人 


又 由 (8 引 ) 的 收敛 性 可 知 ,对 任 给 e 汪 0, 存 在 N, 使 得 当 n>m 宇 N 时 ,有 
[on —0n | < 
(2) 注意 到 


Sa :一 aoa 二 a10; 十 "十 4an0;， 
二 Co 二 十 … 十 CG， 
一 00 负 十 (ao 和 十 aipo) 十 … 十 (aob 十 … 十 anpo) 
= 一 ao 十 aion-i 十 … 十 ango， 
可 知 当 nm 这 NN 时 ,有 
Sa 一 卫 =ai(0,—01) 二 二 Qn-m (0 0 ) 
tarti-n (0 om-1) + 二 an (0 —0%0), 


中 


(3) 现在 取 定 和 一 入 ,从 而 在 z>m= 六 时 , 式 中 中 前 "一 m 项 有 估计 ， 


|ai (oa CO—0 1) 十 … 十 Qn_m (0 CO—0m )| 
(al++la De Me e 
~ 2M MM 2 


@ 梅 芯 斯 (1840 一 1927) ,德国 数学 家 . 
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对 于 式 中 中 后 N 项 ,注意 到 N 是 固定 的 ,而 级 数 (4) 收 敛 , 故 有 
inmnas+al-w 一 limaen+?-w 二 "一 lima, =0, 
又 考虑 到 0 一 o (n 一 00), 我 们 有 
lim |asri-n (on 一 IN-1 ) 十 … 十 as(o 一 am ) | =0, 
这 样 ,对 式 中 取 极 限 ,可 知 
Hm Iso —T, <<e 

因为 < 是 任 取 的 ,所 以 


lm |S.0,—T,|=0, lim|S,0,—T,|=0. 
nH 十 oo moo 


最 后 ,根据 等 式 


limT, = limS$,0, — lim(S,o0, —T,) = So, 


六 涛 总 六 续 贡 洁 游 


即 得 所 证 . 
注 1. 还 有 一 种 乘积 方式 叫做 Dirichlet 乘积 , 它 在 数论 中 有 着 特殊 


的 重要 性 . 设 ee 一句 一 0, 则 Dirichlet 乘积 Y、 C, 中 的 项 C; 为 


nl 


C= Dares (n=1,2,.…). 
也 


这 里 ,符号 > ) 是 指 对 的 一 切 正 因子 求 和 (包括 1 和 ). 例如 Ce 一 ai 


十 a203 十 asaby 十 QD1 ,C1 二 qib; 十 47 , 且 也 有 与 Mertens 定理 类 似 的 结果 . 
2. 关于 级 数 的 Cauchy 乘 级 ,还 有 Abel 的 一 个 结果 .( 它 不 需要 假定 
原 级 数 绝对 收 伊 , 见 里 级 数 的 内 容 ) 
{十 ) 关于 级 数 重 排 
下 述 结果 在 理论 上 有 重要 意义 : 


命题 9.14(Riemann) 若 (4A): 少 ) a 是 条 件 收敛 级 数 , 则 从 (A) 可 适 


当地 作出 一 个 重 排 级 数 (B) ,使 其 出 现下 述 情 形 之 一 : 
(1) (中 ) 收 敛 到 任意 指定 的 数 "; (2) (了 3) 发 散 到 十 cp; (3) ( 巨 ) 发 散 
到 一 co; (4) (8) 在 有 限 范围 内 跳动 地 取 值 ,或 在 无 界 范围 内 跳动 地 取 


值 . 
238 由 于 Riemann 定理 这 一 结果 , 故 称 非 绝对 收 钱 的 收 化 级 数 为 条 件 收 
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敛 级 数 . Riemann 定理 的 证 明 可 参阅 : 


(1) Apostol, T, M., Mathematical Analysis, Addison-Wesley, 


Reading, Massachusetts, 1964. 


(2) Fulks, W., Advanced Caiculas, 3rd ed Wiley, New York, 


1978. 
下 例 也 是 Riemann 定理 的 一 个 示范 : 


例 改变 条 件 收敛 级 数 >， (一 .的 求 和 顺序 为 
1 


1 一 十 十 (二 上 + 圭一 二) 十 ( 椰 十 于 十 十 十 让 一 言 ) 十 … 


2 3 5 4 7 
则 新 级 数 发 散 至 无 穷 . 
Be <- 一 _1 1 四 1 
从 而 当 n 之 4 时 有 


一 1 
b>2 Bi 


由 此 可 知 之 ， 六 一 十 cc. 
(十 一 ) {a,} 的 收 钱 指标 
定义 设 fa,| 是 递增 趋 于 十 oe 的 正 数列 . 若 存在 4 二 0 ,使 级 数 
2，、_ .| 收敛 ,ac>>， 
"=1 ” [i 
则 称 * 为 {a,| 的 收敛 指标 . 
易 知 极限 


limp9 呈 一 4 (车 存在 ) 
是 ia,| 的 收 剑 指标 ， 
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第 十 章 函数 项 级 数 


第 
设 有 一 列 函数 
数 fi(x), f(r) ,fa (rt) 中 
用 它们 都 在 某 个 区 间 工 上 有 定义 ,我 们 称 其 为 函数 列 ,并 记 为 
数 {f(z)| ,而 称 

之 fz) f(z) thr) tt fr) + ® 


为 函数 项 级 数 . 也 就 是 说 式 @ 与 台中 的 每 一 项 都 是 函数 . 当 我 们 
取 定 一 个 ET 时 , 则 
{f, (zo)! :fixo0), f(xo) ,fr(xo), 


还 原 为 ( 常 ) 数 列 了 ,而 > (zs) 则 是 数值 级 数 


显然 , 若 取 定 另 一 个 点 z1 ET, 则 | f(x)|， 2 f(r) 又 


成 为 另 一 个 数列 和 数值 级 数 了 . 如 此 说 来 ,数列 与 数值 级 数 是 这 
里 的 一 种 特殊 情形 . 从 这 个 意义 上 讲 , 学 习 数 列 和 数值 级 数 为 进 
一 步 研究 函数 列 和 函数 项 级 数 提供 了 必要 的 基础 . 

若 {f,(zo) 是 收敛 数列 , 则 称 函 数列 {f(z) 首 在 点 zo€EIT 处 


收敛 ; 若 27. (zo) 收 敛 ， 则 称 函数 项 级 数 > f(z) 在 点 zoET 
处 收敛 . 基 |/ (z) | 在 每 一 点 zE1 处 都 收敛 ， 则 称 { (z) | 在 区 


间 了 上 收敛 ;车 5 f(z) 在 每 一 点 zE 工 处 都 收敛 , 则 称 


> 六 (z) 在 区 间 了 上 收敛 . 易 知 此 时 它们 的 极限 是 一 个 定义 在 
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I 上 的 防 数 , 常 记 为 

timf,(#)=f(7), D1)~S(z), rEL, 
也 就 是 党 ,它们 在 区 间 了 上 是 点 点 收 全 的 . 此 时 , 称 了 为 | 六 人) 
或 3 /,(z) 的 收敛 域 . 如 果 在 定义 区 域 X 上 考察 函数 列 
1 六 CD 当 大 (z) 在 天 的 一 部 分 区 域 Y 上 (点 ) 政 伍 , 那 么 也 称 
Y 为 1,(z) 的 收敛 域 .对 > f,(z) 也 有 类 似 的 说 法 . 


—1,1). 


例 1 级 数 2 


证 明 设 广 (z) 一 这 


义 区 域 为 1z| 天 1. 
(1) 对 于 (一 1,1) 中 的 任 一 点 zo ,因为 
im | 人 py 一 lim | Zi 1 一 已 


(一 1,2,…), 易 知 它们 的 公共 定 


1—zit! zs 


Em 


|zol=|zo|<1, 


_in | 


所 以 根据 比值 判别 法 ,级 数 > 二 二 是 绝对 收 全 的 
(2) 对 于 满足 |zo1 之 1 的 任 一 点 zx。 ,因为 
lim| f,(z0)| =lim | 


所 以 级 数 > 二 是 发 散 的 ， 

综 上 所 述 ,该 级 数 的 收敛 区 域 为 (一 1,1). 

既然 如 此 ,研究 函数 项 级 数 (或 序列 ) 的 收敛 性 还 有 什么 特 
殊 意 义 呢 ? 这 可 从 下 述 意义 上 来 理解 : 当 我 们 研究 某 个 目标 函 
数 的 性 态 ,或 它 所 描述 的 客观 现象 内 涵 的 某 种 特定 规律 时 , 常 党 


漳 洽 加 泛 区 神 十 游 


需要 或 尽 可 能 用 一 列 具 有 良好 特性 且 有 规则 的 函数 组 成 的 级 数 241 | 
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来 表达 它 , 即 把 目标 分 解 成 一 系列 防 数 的 和 ,或 说 展 成 函数 项 级 
数 , 转 而 希望 通过 考察 其 中 每 一 函数 项 的 性 态 及 其 运算 ,而 达到 
对 其 和 (极限 ) 函 数 的 认识 . 因此 ,我 们 的 问题 是 ; 当 函 数列 (或 级 
数 ) 中 每 个 函数 项 都 具有 某 种 性 质 时 ,如 有 界 .连续 、 可 积 及 可 微 
等 ,其 极限 (和 ) 函 数 是 否 也 具有 相同 性 质 且 可 通过 各 函数 项 的 
运算 来 表达 ? 

正 是 为 了 解答 这 些 问 题 ,对 函数 列 以 及 函数 项 级 数 来 说 , 仅 
有 点 收敛 的 概念 是 不 够 的 . 为 此 ,请 看 下 面 的 例证 : 

例 2 在 (一 1,1) 上 ,几何 级 数 

BS) r=1 十 zx 十 x 十 … 十 zx" 十 … 


t= 人 0 


二 


点 收敛 到 函数 SCz)= (1 一 z):. 显然, 级 数 中 每 一 项 x"(n 二 1， 
2,…) 在 (1, 一 1) 上 都 是 有 界 的 ,但 和 函数 SC(z) 在 (一 1,1) 上 是 
无 界 的 . 
例 3 设 有 定义 在 (一 ce ,ce) 上 的 国 数列 
zx” -一 #0 
f(T) = TF (n=1,2,.…). 


易 知 每 个 f,(z) 痢 是 (一 oo,c0) 上 的 连续 防 数 , 且 点 收敛 到 
0， {zxz|<=1l,， 
limf,(z)=1 记 ,|z|=1, p=f(z). 
1, Iz|>>1 
显然 ,极限 函数 .A(z) 在 z=1 ,一 ! 处 是 不 连续 的 ， 
例 4 设 有 定义 在 [0,1] 上 的 函数 列 
f(x)=Rr(1—7x)" (n=1,2,…). 
易 知 其 点 收 化 的 极限 为 
limf.(x)= f(x)=0, ZzE[0,1]. 
虽然 每 个 f, (x) 与 f(x) 均 在 [0,1j 可 积 , 但 是 ,由 于 


242 | f(x)dzx = | (1—z)dz=# | (1rdt 
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nz nz nz 


~ ntl zx 十? (nti)(nt2) 
故 可 知 
lim| f(z)dz=1¥0=| limf.(z)dz=| f(z) dz. 


这 就 是 说 ,极限 函数 疙 z) 的 积分 不 等 于 函数 列 的 积分 的 极限 ， 
即 极限 运算 与 积分 运算 的 次 序 是 不 能 交换 的 . 
例 5 设 有 定义 在 (一 co ,cc) 上 的 函数 列 


he) (n=1,2,…). 
n 


易 知 每 个 f,(z) 皆 是 可 微 函 数 , 且 
f(x)=Vncosnr, rE(—0,00) (n=1,2,…). 
由 于 对 每 一 点 zE (一 2 ,0%0), (7X) 阅 f(z)==0 (2 一 ce)， 故 
f(z) 也 可 微 , 但 我 们 有 
f (0)=0, f(0)=Yn>00 (n>00). 

这 说 明 极 限 函 数 的 求 导 运 算 不 能 通过 f(x) 的 求 导 运 算 经 极限 
而 获得 . 

由 此 可 见 ,点 收敛 的 方式 不 能 保证 函数 列 的 许多 重要 性 质 
可 直接 传递 到 其 极限 函数 上 . 其 原因 可 大 致 理解 如 下 :例如 考察 
六 数 列 连续 性 的 传递 问题 , 设 f, EC([a,5]) (n= 二 1,2,…), 且 有 

| limf,(z)= f(z), rE€E[a,b]. 

对 于 zo€ (a,6) ,关于 f(z) 是 否 在 点 x 二 zo 处 连续 的 问题 ,根据 
连续 图 数 的 定义 , 它 是 与 A(z) 在 点 x 二 xo 处 的 邻 域 U(zo) 上 的 
值 的 态势 有 着 密切 的 关系 . 然而 ,对 于 U(z ) 中 的 点 x' 关 x , 虽 
然 仍 有 
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limf.(zx')=f(z"), 
但 它 与 点 zx 一 ze 上 的 极限 
limf, (zo)= f(zo) 
并 没有 直接 的 联系 . 也 就 是 说 f(z) 在 点 x=zo 与 x 二 x1 两 处 243 
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的 收敛 性 是 相互 独立 的 ,不 能 期 望 仅 靠 户 (z) 的 连续 性 来 使 它 
在 点 z 一 zo 和 zx 二 x 处 的 收敛 性 同时 受到 约束 ,而 导致 极限 函 
数 A(z) 在 点 z=z 附近 的 点 上 的 值 的 态势 也 完全 限定 , 因此 ， 
必须 补充 其 他 条 件 或 寻求 另外 的 收敛 方式 ,才能 解决 这 一 任务 . 
这 就 引发 出 一 个 十 分 重要 的 概念 :一 致 收敛 ， 


顺便 指出 ,函数 列 | f,(x)| 与 函数 项 级 数 2 f.(z) 虽 然 形 


式 不 同 ,但 它们 是 可 以 互相 转化 的 ; 若 增 添 f(x) 三 0, 则 有 公 
式 . 


六 (= DA) fe)] n=l,2,). 
从 而 函数 列 的 收敛 问题 就 可 转化 为 级 数 的 收敛 问题 ;而 级 数 的 
收敛 本 身 就 定义 为 其 部 分 和 (函数 列 ) 
S,(z)= > filz) 
的 极限 问题. 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 


"5+(C—1)" 1 Ca 
1, 级 数 >) [302 寺 全 ] 在 lz|<Ye 一 1 时 收敛 . 


2, 级 数 (sin 可 (并 天】 的 收 全 区 域 是 z<0 以 及 < 


n 


之 6. 
S31 琐 数 项 级 数 一 致 疏 丝 的 概念 


为 了 加 深 对 点 收敛 与 下 面 介绍 的 一 致 收敛 概念 的 不 同 认 
识 , 让 我 们 重复 前 者 的 定义 ， 

设 函 数列 |f, (x) | 与 函数 f(x) 在 区 间 I 上 有 定义 ,点 x 是 I 
中 取 定 的 一 点 . 若 对 任 给 的 e>0, 存 在 N=N(x,e)( 与 x,e 均 有 
关 ), 使 得 当 n 宇 N 时 ,有 
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[f(z)—f(z)| <e, 
则 称 f(z) 在 点 工 处 收敛 且 收 敛 于 f(x). 若 f,(z) 在 了 中 的 每 一 
点 上 均 收 傅 于 f(x), 则 说 f(z) 在 1 上 收 伍 于 f(z), 这 里 ,其 
收敛 定义 中 存在 的 N 是 按 不 同 的 点 而 取 的 ,是 不 一 定 相 同 的 . 
现在 看 一 致 收敛 的 定义 : 
定义 10.1 设 户 (z) (2 一 1,2,…) 在 区 间 工 上 有 定义 ， 
(1) 若 有 定义 在 工 上 的 函数 F(z) ,对 任 给 s 盖 0 ,存在 N( 仅 
与 6 有 关 ), 使 得 当 n 之 N 时 ,对 一 切 zE1 有 
[f(x)—f(z)|<e, 中 
则 称 f,(z) 在 区 间 I 上 是 一 致 收敛 的 , 且 一 致 收 僵 于 f(x)( 极 
限 函 数 ). 
(2) 若 有 定义 在 工 上 的 函数 S(x), 对 任 给 e 盖 0 ,存在 N( 仅 
与 es 有 关 ) ,使 得 当 n 之 N 时 ,对 一 切 x€E1 有 


1S.(z) 一 S(z)1<e，S,(z) 一 > fi(z), @ 


则 称 函 数 项 级 数 > f(z) 在 区 间 1 上 是 一 致 收敛 的 , 且 一 致 收 


伍 于 SCz)( 和 函数 )， 

比较 点 收敛 与 一 致 收敛 的 定义 可 立即 看 出 , 若 刀 (z) 在 区 
闻 工 上 一 致 收 剑 , 则 疡 (z) 在 工 中 的 每 一 点 上 均 收 敛 , 且 其 区 别 
在 于 :在 一 致 收敛 定义 中 ,其 存在 之 N 对 一 切 xE 了 都 管用 , 即 
当 nn 之 N 时 , 式 对 一 切 zETI 均 成 立 , 

形象 地 说 ,只 要 n 之 NN ,不论 z 是 区 间 了 中 的 哪 一 点 , f(x) 
在 逼近 f(z) 时 是 “同步 "的 . 假定 I=[a,b],y== f(x) 与 y= 
f(z)(y==S(X) 与 ?一 9.(z)) 的 曲线 如 图 10-1 所 示 , 以 f(z) 
(S(z)) 为 中 心 曲 线 , 作 f(x) 十 8, f(z) 一 e 两 条 虚 曲 线 . 所 谓 
(Xz) 在 区 间 1 上 一 致 收敛 于 f(z), 意 指 对 任意 给 定 的 宽 为 2e 
的 “ 带 域 ”( 两 条 虚线 所 围 的 区 域 ) , 当 指标 n 充分 大 (之 NN) 时 , 整 


@ 一 致 收敛 也 称 均匀 收敛 . 
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个 区 间 IT 上 的 曲线 f(z) 落 在 此 “ 带 域 "内 . 


(1) (2) 
10-1 


例 1 设 fECW(( 一 oo,o0)), 令 
f(z)=n| f(z+) f(z) | (n=1,2,), 


则 在 任 给 的 区 间 [a,6] 上 , f(z) 一致 收 化 于 f(x). 
证 明 ”由 微分 中 值 定理 知 ,对 z€E [a,6b 十 1] 有 


f(z)=n-: f (z+£) . 工 = 广 (z+ 二 )， 0<0<1. 
由 此 知 其 点 状 收 敛 为 imf, (zx) 三 了 (x)， zEf[a,b]. 

注意 到 f(z) 在 [a,5 十 1] 上 一 致 连续 , 故 对 任 给 s>0, 存 在 
N, 当 nn 之 N 时 ,对 [a,b] 中 所 有 的 z, 有 |f(z+2)-7(z)|< 
s. 从 而 对 [a,b] 中 所 有 的 x, 当 n 之 N 时 ,有 

fa) fo)f (s+£) -7 | < 

这 说 明 f.(x) 在 [a,6] 上 一 致 收 全 于 f(z). 

例 2 之 CEFOCD5CTTO 在 [1,c2) 上 一 致 收 伊 ， 

证 明 (1) 记 该 级 数 的 部 分 和 为 5; , 则 对 zE[1,ce) 有 


oo 1 1 -一 1 一 和 — OO 
246 S.(7)— 2 [IF ey 1 l+nz 0 bn ). 
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这 说 明 该 级 数 点 收敛 到 S(z)=1 (1 所 x 过 00). 
(2) 由 于 对 一 切 zx€ [1， 和 有 


|S,(z)—S(z)|= < l 0 (n>o0). 


去 1 十 n 
故 结论 成 立 . 
注 与 数值 级 数 类 似 ,对 于 函数 项 级 数 3) f,(x) 在 1 上 的 


一 致 收敛 问题 ,如 果 记 R, (x) = 六 六 (z) ,那么 它 等 价 于 R.(z) 
在 T 上 一 致 收敛 于 0. 
SN (一 1)" 
例 3 考察 在 [0,co) 上 级 数 >)， 3 = 一 -的 一 致 收敛 性 . 
n=1 


n+ yx 


证 明 (1) 易 知 这 是 一 个 交错 级 数 , 且 对 任意 的 zxE [0， 
1 、 
co) ,| f(z)| = 是 随 n 增 大 而 单调 趋 于 0 的 .根据 
Vnt vz 


Leibniz 判别 法 ,级 数 是 收敛 的 . 

(2) 由 交错 级 数 的 余 项 估计 ,5 可 得 

二 1) 

VE VE 
从 而 可 知 该 角 数 在 [0.c) 上 到 收 和 

思考 练习 ”解答 下 列 问 题 ; 

1. 若 f,(z) 在 区 间 五 以 及 TI 上 一 致 收敛 , 试 证 有 明 f,(x) 在 
UI 上 也 一 致 收敛 ， 

2. 若 所 (x) 在 [a,5] 上 一 致 收 合 ,a 二 c 过 5, 试 证 明 f,(x) 在 
[a,c] 上 也 一 致 收 钱 . 

3. 设 limnj(z) 一 A(z)>0,zE[a,p], 试 问 是 否 对 任意 的 
E[a,6b], 均 存在 N, 使 得 f, (zx) 之 0,(n>N). 

4. 设 广 (z) 在 (ca,2) 上 一 致 收敛 于 正 值 函 数 .Az) ,试问 是 


1 
和 开行 


|R,.(x)|= 
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否 存在 N, 使 得 x>>N 时 ,有 f(z)>0 (a<x<b). (提示 :f(z) | 


洋 间 总 图 多 地 十 秩 
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n t 
一 -arctanz—— 


7 十 1 4 
5, 设 FAz) 在 [ae,oj 上 定义 , 试 证 明了 数列 f(x) = 


[fe =1,2,…) 在 [a,b] 上 一 致 收 化 于 f(z). 
6. 设 fEC(( 一 oo,o0)), 令 
f(x) 二 杞 fz+ 诗 ) 于 ， 
试 证 明 记 (z) 在 区 间 [0,1] 上 一 致 收 伊 于 |，A(z 十 可 de 


7. 仙 户 (z) 在 二 上 一 致 收敛 于 Fz) ,又 1s(z)1 安 M,zET， 
试 证 明 如 (z) 一 8(z) 廊 (z) 在 工 上 一 致 收敛 于 A(z) 一 g(z)， 


f(z). 
8. 设 所 EC([a,b]) (rn 二 1,2,…), 且 f(x) 在 [a,b] 上 一 致 


收敛 于 正 值 .A(z). 试 证 明 存 在 六 ,使 得 
f(x)>0 (nz 入 ,ae 生 Z 委 0). 


§ 2 一 致 收 化 函数 项 级 数 的 运算 性 质 

类 似 于 点 收敛 级 数 的 情形 ,下 列 有 关 一 致 收敛 级 数 的 运算 
性 质 ,也 有 助 于 我 们 简化 函数 项 级 数 一 致 收 合 性 的 研讨 . 

定理 10.1 设 3 f.(z)， > g.(z), 在 区 间 I 上 一 致 收敛 


于 S(z) ,0(z), 则 [f(z) 二 g(x)] 在 1 上 一 致 收 合 于 Sz) 
si 

证 明 记 S,(z)= 了 >) 及 (z),0.(z) 一 >) gi(z), 由 题 设 
可 知 ,对 任 给 e>0 ,存在 N, 当 n>N 时 ,有 


48 IS.(z)—S(z)|<5, lo(z)—o(z)|<F, xEl. 
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从 而 可 知 当 n 宇 N 时 ,对 一 切 xE1 剖 有 . 
> LA(z) 十 get(Zz)] 一 [SCz) 十 cCz)] 


委 |S,(z) 一 SCz)| 十 |o(z) 一 c(z) | 一 二 十 到 =e 


此 即 说 明 > [万 (z) 十 gi(z)] 在 1 上 一 致 收 伊 于 [S(z) 二 
o(z)l1. 
定理 10.2 设 > ' 广 (z) 在 区 间 工 上 -一致 收敛 于 S(z), 则 


oo 


对 常数 c<， 2) cf,(z) 在 1 上 一 致 收 化 于 cS(z). 


证 明 格 . 
关于 一 致 收敛 的 函数 列 , 也 有 相应 的 性 质 ,这 里 不 再 陈述 . 
定理 10.3 设 f,(z) 在 区 间 了 上 一 致 收敛 于 f(zx),g,(7x) 在 
I 上 一 致 收敛 于 g(z), 又 有 正 数 M, 使 得 
f(z)|<M, lg (x) ISM (n=1,2,.%,7ET) 
则 h(x) 二 f(x)gn(x) 在 TT 上 一 致 收 钱 于 h(x) 二 f(z) 'g(7). 
证 明 易 知 |g(z)| 委 M (zeED 门 ,由 题 设 ,对 任 给 s>0 ,存在 
N, 对 n 宇 N 以 及 rE1T, 有 


fC2)—f(7) 1 8 (7) -8(7) | < 


从 而 对 一 切 xE1 以 及 n 宇 NN, 我 们 有 
[h(x)—h(r)|= | f(r)g (xz)— f(r)g(z)| 
S|f(r)| g(r)—g(r)it+ lg(r)|| f(r)— f(z)| 


€ 


<M. Ht Ma 
即 得 所 证 . 

注 ” 两 个 一 致 收敛 的 函数 列 其 乘积 不 一 定 能 保持 一 致 收敛 
性 . 见 本 章 注 记 . 


注 燃 骂 举 加 寝 十 猴 


定理 10. 4 设 广 (z) 在 区 间 工 上 一 致 收敛 于 jz), 且 _249 
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1f.(x) lM (n=1,2,…;TET). 若 g€C( 一 M,M]), 则 
g[f.(z)] 在 T 上 一 致 收 化 于 gLf(z)]. 
证 明 ” 易 知 | f(x)| 志 M(xzE7). 由 题 设 , 对 任 给 e 之 0, 存 
在 5>0, 使 得 
lg(u)—g(u)|<e,(—MEu ,weM, uu |<d). 
因为 对 此 6>0 ,存在 六 ,使 得 
|A(z) 一 FAz)1<9,(n 之 NizE DT)， 
Ple(f(x))—g(f(z))|<e, (n>N,7rET). 
| 例 设 sgEC([0,1]), 且 g()=0, 则 廊 (z)=g(z)z" 在 
[0,1] 上 一 致 收敛 于 .A(z) 一 0,zE [0,1]. 
证 明 由 g(1)==0 可知 ,对 任 给 e>0, 存 在 65>0, 使 得 
|g(z)|<s，zE[1 一 人 ,1]. 
由 gEC([0,1]) ,可 假定 |1g(z)| 委 M,zE[0,1J]. 
从 而 在 [0,1 一 引 上 ,由 
|f.(z)|=|g(z)z"|EM(1 "0 (2 一 co) 
可 知 ,f,(z) 在 [0,1 一 6] 上 一 致 收敛 于 f(z). 
又 在 [1 一 6,1] 上 ,由 |f(z)|==|g(z)z"| 所 1g(x)| <e (n=1, 
2,…) 可 知 ,f,(x) 在 [1 一 68,1] 上 一 致 收 化 于 f(z). 即 得 所 证 . 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 


1. 设 2 广 (z) 在 区 间 工 上 一 致 收敛 ,g(z) 在 工 上 是 有 界 


六 答卷 于 品 山 十 浊 


的 , 则 > f(x)g(z) 在 1 上 一 致 收敛 . 
2， 2， 没 定义 在 区 间 1 上 的 [g,(z)|， [f(z)1 ,h(x)| 满 足 关系 : 
(1) gs (x)Ef (xX)Eh,(z) (n=1,2,.% ,7ED. 
(2) limg.(z)= f(x), limh, (x)= f(z) (xET). 则 f(z) 
一 致 收敛 到 f(x). - 
3， 设 定义 在 (a,6] 上 的 1f,(zx)1 ,f(z) 和 g(x) 满足 关系 式 : 
lim g(7)=0, lg(z)l<M,|f.(T) EM (n=1,2,.), 


250” 且 对 任意 的 A 之 0, f(z) 在 [a 十 h,5] 上 一 致 收敛 于 f(z), 则 
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g(Z) 廊 (z) 在 (ao 的 上 一 致 收敛 于 g(z) (zz) (提示 :注意 | f(z)| 


志 M, 分 别 在 (a,a 十 6) 与 [a 十 6,6] 上 考察 |g(z) f(r) 一 g(z) 
f(z)|) 
4. 设 在 区 间 上, f(x) 一 致 收 钱 于 f(x),g,(x) 一 致 收敛 
于 g(x), 且 有 
[f(z) <M,, lg (rz)|EN, (rET,n=1,2,.") 
则 (x)gn(x) 在 TT 上 一 致 收敛 于 f(x)g(x). 


8§ 3 遂 数 项 级 数 一 致 收 纹 的 判别 法 


滋 注 总 涟 区 贡 十 避 


3.1 Cauchy 准则 


一 致 收敛 的 定义 仍然 是 以 极限 形式 的 语言 给 出 的 ,因此 也 
有 相应 的 Cauchy 收敛 准则 , 它 与 一 致 收敛 的 说 法 是 等 价 的 ,其 
特点 也 是 不 需 借助 于 外 部 (极限 函数 ) ,而 可 根据 函数 列 (或 函数 
项 级 数 ) 本 身 来 判别 其 一 致 收敛 性 . 

定理 10.5( 函 数列 一 致 收敛 的 Cauchy 准则 ) {f(z); 在 
区 间 工 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 给 e 汪 0, 存 在 NN, 使 
得 当 % 宇 N 时 ,对 一 切 zE€1 以 及 一 切 正 整 数 p 都 有 

[furs (x)— f(x)|<e. OD 

证 明 必要 性 . 假定 |f,(zx)| 在 [a,6] 上 一 致 收敛 于 f(z)， 
根据 定义 可 知 ,对 任 给 s 盖 0, 存 在 NN, 使 得 当 n 宇 NN 时 ,对 一 切 
XET, 以 及 一 切 正 整 数 p 都 有 


f(z)—f(z2) |<E, [fmslz)— f(x)| < 


由 此 立即 得 出 ,对 所 有 的 zET, 有 
[furs (x)— f(z) | <e, >NipEN 
充分 性 ， 假 设 条 件 @ 成 立 , 则 对 每 一 切 z€ 了, 均 有 
jfirp(z) 一 f(z)i<e (> NibEN') .从 由 点 状 收敛 的 
Cauchy 准则 可 知 ,存在 定义 在 [上 的 函数 /(z) ,使 得 
limf,(z)=/(z), z€T. p51 


湾 沉 汪洋 加 好 十 路 
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现在 对 任 给 s>0, 已 知 存在 NN, 使 @ 成 立 . 在 中 取 定 nn, 且 
令 p>co, 可 得 
f(z)— f(zx)|<e. nN, rEL. 
这 说 明 {f, (xz) 在 上 一 致 收 钱 于 f(x). 
定理 10.6( 函 数 项 级 数 一 致 收 伍 的 Cauchy 准则 ) 
> 户 (z) 在 区 间 工 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 给 
0 存在 N， 当 nn 宇 N 时 ,对 一 切 xET 以 及 正 整 数 p 都 有 


| Hf DD tt) < 
n+1 


证 明 略 . 

注意 ,由 于 上 述 Cauchy 准则 是 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 ， 
故 也 可 用 于 判断 不 一 致 收敛 性 . 即 若 存在 ee >0, 对 任意 的 N， 
均 存 在 mm 之 六 ,自然 数 加 以 及 zo。ET, 使 得 


>， filzo) 之 &0 
则 在 (1),f,(z) 在 1 上 不 一 致 收敛 ;在 (2) ,级 数 >》) f(x) 


在 工 上 不 一 致 收敛 ， 
特别 地 , 若 存 在 se>>0, 存 在 No ,对 任意 的 z>> No ,存在 与 
Xa 忆 1 使 得 


+p 
(1) | farp (Ta)— falx,)|eo ;(2) | Ff) 26, 


(1) | fa +po (xo) — fa (zo ) | 之 6 ; (2) 


则 在 (1)f,(z) 在 IT 上 不 一 致 收敛 ;在 (2) > f(x) 在 1 上 不 一 
致 收敛 . 
推论 10. 1 若 >, 广 (z) 在 区 间 工 上 一 致 收敛 , 则 通 项 


fu(z) 在 1 上 一 致 收敛 于 零 ， 
证 明 ”由 题 设 知 ,对 任 给 e>0, 存 在 NN, 当 nn 之 N 时 ,对 一 切 
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<e, PEN'. 


zE1 均 有 > fi(z) 


取 p 二 1, 则 可 得 | f+r1(z)|<e，n 之 N,zE1T. 即 得 所 证 . 
注 推论 10. 1 表明 的 是 级 数 一 致 收敛 必须 具备 的 条 件 ,并 
非 充分 条 件 . 


推论 10. 2 若 > /,(z) 在 区 间 1 上 绝对 一 至 收敛 , 即 


袜 | 六 (zj 在 区 间 工 上 一 致 收 俩 , 则 > f,(z) 在 1 上 一 致 收 


伊 . 
证 明 ”对 任 给 e>>0, 由 题 设 可 知 ,存在 NN, 当 nn 宇 N 时 ,对 一 
切 xE1T 以 及 正 整 数 p 都 有 


2 f(x) | <e. 


从 而 由 不 等 式 
ntp np 
2 Ai(z)| 委 > 1 f(x) |<e, n>N,rEL, PEN'. 
Ls 了 十 1 

即 得 所 证 . 


例 1 > cos(tz) 一 os 人 二 1)z 在 (一 co,co) 上 是 一 致 收 
敛 的 ， : 
、 、 _ coskzx—cos(k+1)z 
证 明 “注意 不 等 式 |S.(z)- > 2 一 ps(h+ Dz 


下 二 1 
cos(n 十 1)x 一 cos(n 十 2)z 
n 十 1 
cos(nt+2)z—cos(nt+3)r | 
to 十 


n 


|S.+, (x)—S,(z)|= 


十 cosCm 十 p)zx—ceos(n+p+1)z 
np 


cos(n+1)x cos(nt+2)z cos(n++3)z 
n 二 1 《2 十 1)(2 十 2) (n+2)(n 二 3) 
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cos(7 十 力 十 1) 工 
nip 
1 1 1 1 2 
SFI TDat) tt trp arp) {tatp nn’ 


并 应 用 Cauchy 一 致 收敛 原理 , 即 得 所 证 . 

a 

例 2 在 [0,1] 上 级 数 2 ] 二 wr 去 丰 是 致 收敛 的 . 
证 明 令 f.(z) 一 了 二 nzzz, 则 只 需 注意 不 等 式 


涟 满 汪洋 加 山 十 小 

we 
|= 
ll 
3 | 王 
be 
WV 
x | 一 
| 一 


即 可 . 

例 3 在 [1,0) 上 函数 列 f,(zx) 二 arctan ( 蕊 )， (n=1,2, 
…) 不 一 致 收敛 . 

证 明 在 [1,ce) 内 取 点 列 zx, 二 Yn(n==1,2,…), 以 及 nn 十 p 


二 2n, 则 
| furs (zx)— f(x )|=|arctan2—arctanl|. 


由 此 可 知 , 当 。= | arctan2 一 亚 | 时 ,对 任意 大 的 w, 不 可 能 对 所 


有 [1, 吕 ) 中 的 xz, 皆 有 | f+(x) 一 f(x)|<e. 即 得 所 证 . 
例 4 设 JEC (( 一 ceo,coe)), 且 满足 


f(D) f(z) (n=1,2, E00,00)), 


则 有 limf"(x)=ce’, xz€(—% ,0). 
证 明 记 g, (zx) 二 f(x) (n= 二 1,2,…), 则 由 


[gps(z)—gan (zx)|=| > [g(x)— gi1(7)] 


ntp ntp 
< DD- DS DEE (0) 
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可 知 ,g(x) 王 f(z) 在 (一 oo) 上 一 致 收敛 . 记 其 极限 函数 
为 8(z). 则 f(z)>g(z),f" (zr)>g(x),(n>o0). 从 而 由 


1 2)" 0)= | 7" (0) 
四 [rooar[aoa 
即 得 g(x)==g(x),Bg(x)=ce’ ,rz€E(—% ,00). 
注 ” 当 讨论 一 个 函数 项 级 数 fw) 在 (， 8) 上 是 否 一 致 


收敛 时 ,在 许多 情况 下 ， 其 要 害 往往 在 端点 x 二 a 尼 处 的 附近 , 因 
此 ,为 判别 该 级 数 不 是 一 致 收敛 的 , 常 可 用 下 述 方法 从 必要 条 件 
入 手 , 如 在 z==a 附近 . 
(1) 者 存在 常数 C>>0 ,对 充分 大 的 ,有 
Jim | 六 (z)| 一 4 全 Ci 


则 级 数 在 (a,a 十 0) 不 一 致 收敛 . 
(2) 若 对 (a,a 十 人 ) 中 满足 zx, 一 a (n 一 00) 的 数列 {zx,i ,有 


则 级 数 在 (a,a 十 ) 上 不 一 致 收 全 
例如 ,在 (0,1) 上 级 数 Des 生计 二 是 不 一 致 收敛 的 . 
推论 10.3 设 玫 EC([a,b]) (n 一 1,2,…), 若 函数 项 级 数 
六 /Cz) 在 (a,6) 上 一 到 收 全 , 则 必 在 [4,6] 上 一 致 收 钱 


证 明 ”由 题 设 知 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 N, 当 n 宇 N 时 ,对 一 
切 zx€ (a,5b) 以 及 正 整 数 p 都 有 


Bie 
现在 令 xz 一 a 十 ,Xb 一 ,注意 到 每 个 f-€EC([a,b]), 可 知 
| > fila) /Po|<e 
这 说 明 当 nN 时 ,对 一 切 zE[a,6] 以 及 正 整数 p 均 有 255 


洋 注 总 洲 园 贡 十 让 


<e, 
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> fi(z) 


ee, 


即 得 所 证 . 

上 述 结论 告诉 我 们 ,对 于 在 区 间 上 的 连续 函数 列 或 所 组 成 
的 级 数 ,其 一 致 收敛 区 域 总 是 闭 区 闻 . 这 一 特征 为 判别 非 一 致 收 
敛 性 提供 了 方便 . 


例 5 在 (1, 十 co) 上 级 数 > 二 是 不 一 致 收敛 的 


证 明 因为 每 个 f.(z) 一 二 在 [1,co) 上 连续 ,而 在 = 1 


处 ,该 级 数 并 不 收敛 . 所 以 它 也 就 不 可 能 在 (1,=2) 上 一 致 收敛 ， 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1 判别 下 列 级 数 的 一 致 收敛 性 


(1) >») nr’e ™* (0<zx<0). 


湾 注 总 湾 加 者 十 浪 


(2) > Zsin 于 (0<<z<<co). 
2， 设 函数 列 {g,(z)j ,| f(z)|, 1h,(z)| 满 足 
gr CITIES (rEh (zx) (n=1,2,. arb), 
有 2) glz), 2 h(xz) 在 [a,6] 上 一 致 收 合 , 试 证 明 2 f(x) 


在 [ea, 引 上 一 致 收敛 . 

3. 设 1 户 (z)l 在 区 间 工 上 一 致 收敛 于 FCz), 且 有 |.A(z)1 
之 M,(n 二 1,2,… ;ZzE7T). 试 证 明 存 在 M, 使 得 [f(x)| 志 MM (n 
=1,2,.…). 

4. 判别 下 列 函 数 在 [0 ,x] 上 的 一 致 收敛 性 : 

(1) {vsinz }.(2) {(sinz)”}. 


3.2 M( 最 值 ) 判 别 法 
256 函数 列 或 通 数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 ,当然 可 以 根据 Cauchy 
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准则 来 加 以 判别 ,不 过 在 实用 上 ,我 们 还 可 有 一 些 由 它 导 出 的 ， 
在 许多 情况 下 使 用 更 为 方便 的 特定 的 判别 法 则 ， 

(一 ) 范 数列 的 情形 

定理 10.7 设 函 数列 |f,(x 首 在 区 间 TT 上 点 收 钱 于 f(z)， 
即 limf,(x)= f(x), TET. 令 

M.—sup{lf.(z)—/(z)|| (n=1,2,…), 
则 f(z) 在 IT 上 一 致 收敛 于 f(z) 的 充分 必要 条 件 是 : 
limM,. =0. 

证 明 ” 必 朗 性 . 若 f,(zx) 在 1T 上 一 致 收 僵 于 f(x), 则 对 任 给 
<s>0, 存 在 N, 使 得 当 n 之 N 时 ,有 |f,(x) 一 f(x)|<<e,xEL. 由 
此 可 知 


M, 一 sup| [f(x)— f(x) 1} Re, (nN). 


这 说 明 M, 一 0 (no0). 

充分 性 . 若 M, 一 0 (nz 一 co), 则 对 任 给 s 之 0 ,存在 六 ,使 得 
M,<e,n 之 N， 

显然 ,对 一 切 TET, 当 mn 之 N 时 有 |f,(7) 一 A(z)|<<e. 这 说 
明 f,(z) 在 [a,5] 上 一 致 收敛 于 f(z). 


例 1 在 (一 2,o0) 上 ,函数 列 f(x) 一 了 (2 一 1,2， 
…) 是 一 致 收敛 的 . 
证 明 (1) 首先 看 点 收敛 , 易 知 有 f(x) 一 lm 了 zi 一 0， 


XE(—% ,0), 
(2) 其 次 ,计算 M, :由 等 式 


a 
M.= sup, {|f.(z)—/(z)|1=, sup, | es 


|)， 


在 z 一 十 co 或 一 co 时 趋 于 零 ,可知 其 上 


并 注意 到 函数 | 二 


确 界 就 是 函数 一 一 一 在 正 半 轴 上 的 最 大 值 . 用 导数 求 极 值 法 ， ?57 


TF 


洋 党 加 六 避 者 十 波 
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由 


d 1—nx’ 


并 
(I )- oy 
可 知 ,在 zx 一 - 土 处 它 达到 最 大 值 二 ,日 M,=- 工 on 
Vn 2、/m 


0 


Vn 2Yn 
oo0). 即 得 所 证 . 
例 2 在 10,5](p>0) 上 ,函数 列 凡 (z) 王 nze-，(z 一 1,2， 
-…) 不 是 一 致 收 伍 的 . 


证 明 (1) 因为 我 们 有 
0</(2) -内 < ~ 去 ， rE€(0,6], 
2 
所 以 其 点 收敛 情形 为 (f., (0)==0) 


0<f(7) =limf,(z)<lim =0, zE(0,6]. 


洋 注 总 涪 园 击 十 流 


(2) 当 充分 大 时 ,在 点 z= 一 E [0,b] 处 ,函数 mze“ 取 最 
大 值 e:. 从 而 有 
M, =—sup| |f.(z)— f(z)| I=suplnze “| =e . 
由 此 知 当 ”co 时 M, 不 趋 于 零 , 即 得 所 证 . 
注 为 了 阐明 
limM, =limsup| f(z)—f(r)|=0, 
不 一 定 非 要 求 出 M; ,实际 上 只 需 找 到 数列 |A,| ,使 得 A, 一 0 (n 


一 oo) , 且 满 足 
M,<A,. (n>m) 


即 可 .为 此 直接 放大 |f.(z) 一 f(z)1, 使 它 不 超过 A,( 与 x 无 
关 ) 即 可 . 
例 3 在 [1,co) 上 函数 列 广 (z) 一 zsin 二 (n 一 1,2,…) 是 


258 ”一 致 收敛 的 . 
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证 明 (1) 易 知 其 点 极限 为 limnsin 二 一 二 ，zE [1,co) 
(2) 应 用 不 等 式 |sint 一 !| 祥 邱 ,我们 有 


1|_a 1 1 1 
Z 2 (nr): 222z2 “2n° 


即 得 所 证 . 
(二 ) 函数 项 级 数 的 情形 


定理 10. 8( Weierstrass M- 判 别 法 ) ”函数 项 级 数 >，f,(x) 在 
区 间 了 上 是 绝对 一 致 收 全 的 | 即 1/.(z)| 在 1 上 一 致 收 伍 ,如 


果 存 在 正 项 收敛 数值 级 数 > M,, 使 得 对 一 切 =E 7, 有 
TCDI< MOCzeDin1.2) 
证 明 “ 依 题 设 知 ,对 任 给 e>0 ,存在 N, 使 得 


ntp 
2 M 


n+l 


由 此 可 知 对 一 切 zET 以 及 一 切 正 整数 p ,都 有 
并 十 ntp 
未 S、 ifi(zx)|< > M,<e, n>N. 


之 e，(n 写 NN 以 及 一 切 正 整 数 p). 


(x) 


即 得 所 证 . 
例 4 车 > 绝对 收 剑 , 则 在 (一 co, co) 上 , 级 数 


8 


“| 即 可 . 


证 明 
例 5 考察 级 数 


2 mr (P90) 


n=1 


疗 记 
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洲 湖 总 注 避 协 十 洲 


洋 深 总 湾 回 山 十 浊 
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在 [a,6] 上 的 一 致 收敛 性 . 

解 (1) p>1 时 ,我 们 有 
了 2 -二 719 和 2 
因此 ,该 级 数 在 [a,6] 上 绝对 一 致 收敛 . 

(2) 0 过 p 过 1 时 , 昂 知 | 了,(z)| 在 xz 二 入 处 达到 最 大 和 


n 


SS, a—max(|al ,|65|). 
n 


也 上 9 
二 ”. 由 此 可 知 级 数 在 p 十 g>>2 时 也 绝对 一 致 收敛 ， 
例 6 设 在 (一 ,oo) 上 {f(z)} ,f(z) 满 足 
(1) | f(x)|EM, (n=1,2,.…); 
(2) 广 (z) 一 致 收敛 于 zx). 
则 
lim sup {f(x)1= sup {f(z)!. 
证 明 (1) 由 题 设 知 存在 no ,使 得 
FOODIEM, TI=M (一 <z<eo) 
记 训 =sup1f(z): 一 2 之 zx 之 co, 则 对 任 给 >0, 存 在 x. EE 
(一 co ,co) ,使 得 F(ze)>M 一 s. 也 存在 NN, 使 得 
fu(ze)> f(x) —e>M,—2e (n>N). 
从 而 又 有 sup| 记 (z): 一 cc<z<col>M 一 2e (n 之 NN). 由。 的 
任意 性 可 知 
sup{f(7):—o<r< 0 lM; lim sup {f(x)!>M. 


(2) 对 任 给 s>0 ,存在 六 ,使 得 
三 (z)< rz) 十 EM 十 se (0 六 ,一 co<<z<<oco). 
从 而 有 sup ,| jz)sM 二 s (2 盖 N) 因此 义 有 
lim sup {f(x)IEM,. 
即 得 所 证 . 


思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 判别 下 列 函数 列 | 疙 (z)i 的 一 致 收敛 性 : 
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(1) 广 (z) 一 PP,[0,1].(2) f(z)= 5 [0,1]. 


(3) f(z) 一 = 于 ,10,00)， (4) 记 (2) = 5 0,1], 


2. 判别 下 列 级 数 > 广 (z) 的 一 致 收敛 性 ,其 中 广 (z) 为 


(1) xsin(nz) 一 co co) 
wVIL 十 三 (1 十 zz2) ” 
(2) (一 coco)， (3) in 人 1 二 本),[0,3 


(4) Ty 0%). 


(5) i arctanA/ 三 ,[0,21. 
3. 试 证 明 在 [0,1] 上 函数 列 |zx" 一 zx”| 不 一 致 收敛 ; |z” 一 
2 一 致 收敛 


4， 确定 a 的 取 值 ,使 得 》 xre- 在 (0,co) 上 一 致 收 全 

5. 设 > 二 是 正 项 收敛 级 数 , 试 证 明 >) -一 在 不 含 。， 
的 区 间 [fc,b] 上 是 绝对 一 致 收敛 的 . (n 之 m 时 有 a, 之 a 之 6, 再 
与 二 -4 比较. 


anan—b 


6. 设 f,(z) (n 一 1,2,…) 是 [a,6] 上 的 单调 函数 , 且 级 铬 
2 1f(a)|, D1708)] 
收敛 , 则 3) f(x) 在 [a,6] 上 绝对 一 致 收 合 . 


3.3 ”函数 乘积 项 级 数 一 致 收敛 的 Abel 判别 法 和 
Dirichlet 判别 法 


类 似 数 项 级 数 的 情形 ,对 于 函数 乘积 项 级 数 的 一 致 收敛 也 
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泣 娄 总 汝 区 山 十 省 


洋 沽 加 六 加 册 十 小 
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有 Abel 判别 法 和 Dirichlet 判别 法 . 
(一 ) Abel 判别 法 
定理 10.9 对 于 函数 项 级 数 
Dy az)b (x), (rED), 中 


n=1 


若 有 
(1) la.(z)} 在 工 上 一 致 有 界 , 且 对 每 个 固定 的 zxE 了 ， 


ta.(z)} 是非 负 递减 数列 ; 
(2) > b.(X) 在 TT 上 一 致 收敛 . 


则 级 数 @ 在 上-- 致 收敛 . 
证 明 由 (1) 不 妨 假定 
0<a,(z) 委 M，(zET， n=1,2,.…). 
由 (2) 可 知 ,对 任 给 的 s>0 ,存在 N ,使 得 


ntp E 
之 b. (7) | < a 


从 而 应 用 Abel 引 理 ( 见 第 九 章 第 4.4 节 ), 当 ”之 六 时 ,对 一 切 
正 整数 p 可 得 


n+p 
DS woDuC|<2 sh * 3M=e, zEL. 


根据 Cauchy( 一 致 收 合 ) 准 则 , 即 得 所 证 . 

下 述 推论 表明 ,数列 fa.(z)} 非 负 递 减 的 条 件 是 可 以 改进 
的 . 

推论 10.4(Abel 判别 法 ) 对 于 函数 项 级 数 


(2 之 N， 力 EN” ;TET). 


Dele) (z),(zET), © 


n= 1 


若 有 
(1) fa, (xz) 在 上 一 致 有 界 , 且 对 每 个 固定 的 x€7， 


ia,(zx)1 是 递增 (或 递减 ) 数 列 ; 
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(2) 3 5.(z) 在 1 上 一 致 收 化, 则 级 数 @@ 在 工 上 一致 收 伍 . 
证 明 ” 按 |a,(z)| 递 增 性 作 新 函数 列 |c,(z)|: 


ca(X)=a(z)—a (rT), (a(z) =lima, (x)) ， 


易 知 {c, (z)} 是 非 负 递 碱 列 . 根据 上 述 定理 可 知 级 数 


谊 ) G(x)b,(X) 在 TT 上 一 至 收敛 . 


n=1 


注意 到 > 入 (z) 的 一 致 收敛 性 ,以 及 极限 函数 a(z) 的 有 
界 性 ,可 知 级 数 


oo 


> a(x)b, (x) 


在 1 上 是 一 致 收敛 的 . 由 此 立即 得 出 级 数 @ 的 一 致 收 化 性 . 
例 1 级 数 > (一 1)" 世 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 


证 明 因为 > 《于是 一 致 收敛 的 ,而 wr" 在 [0,1] 上 是 
一 致 有 界 且 非 负 递 减 的 ,所 以 由 Abel 判别 法 知 结论 成 立 
例 2 若 3 a, 收敛, 则 级 数 


i 
IP 
3 


在 [0,00) 上 一 致 收 合 
证 明 因为 对 每 个 zE [0,c) , [二 | 是非 负 地 减 数列 , 旦 有 


o< 六 <1，(zE [0,co))， 


又 注意 到 3 a 的 一 致 收敛 性 ,由 Abel 判别 法 即 得 所 证 . 
例 3 考察 在 (一 ,co) 上 级 数 


涟 站 避 泗 至 者 十 流 


洋 烧 总 游民 姓 十 滥 
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2 nt+1 
六 Sarctannz 
n 
1 


的 一 致 收敛 性 ， 
解 ” 易 知 对 每 个 固定 的 rxE (一 co ,co ) ,{arctannz| 是 单调 
数列 , 且 一 致 有 界 . 六 因为 


二 一 二 < 了 ，(zxE( 一 co， co)) ， 


所 以 > 从 入 在 (一 oo,o0) 上 一 致 收敛 的 .根据 Abel 判别 法 


可 知 ,该 级 数 在 (一 =,o0) 上 一 到 收 人 
(二 ) Dirichiet 判别 法 
定理 10. 10( Dirichlet 判别 法 ) 对 于 级 数 


> ar(x)b, (x), (rED). 四 


若 有 
(1) 对 每 个 固定 的 zE 了 ,fa,(z)| 是 单调 数列 ,上 且 当 rco 


ar(z) 在 工 上 一 致 收 伍 于 零 ; 
(2) 级 数 > ) 5b, (zx) 的 前 4 项 部 分 和 一 致 有 界 : 


Dy hlz) 


则 级 数 @ 在 上 一 致 收敛 . 
证 明 不 妨 假定 a.(x),(n€ N" ) 是 非 负 的 ,而 且 随 ” 增 大 


而 递减 (参阅 推论 10. 4). 
由 (1) 知 ,对 任 给 的 es>0, 存 在 N, 使 得 


0<<c， (z) 生 元 1， (XEIT,n>N). 
根据 Abel 引 理 ,对 n 宇 NN 以 及 一 切 正 整 数 记 , 均 有 


mt 
2 bi (xz) 


XM, rE[a,b]l,nEN’, 


| A 
| >) PCACDLACIIE AE _ max 
k=mtl i=1,2,.,p 


E -一 一 
264 入 2M 一 e 
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因此 由 Cauchy( 一 致 ) 收 敛 准则 , 即 得 所 证 ， 
例 4 在 [4,5] 上 级 数 

~ mw? 十 n 

之 (一 0 一 

是 一 致 收敛 的 . (注意 ,对 任意 的 =E [a,5b], 该 级 数 此 不 绝对 收敛 ) 
证 明 首先 ,级 数 2 (一 1)* 的 部 分 和 在 [a,6] 上 是 一 致 有 


界 的 . 其 次 ,因为 对 每 个 =E [4,6] ,< 十" 随 n 增 大 而 递 威 , 且 有 


2 
+t te»0 (n>00),M=max{|al ,161}. 


Fi 


从 而 根据 Dirichlet 判别 法 , 即 得 所 证 ， 
例 5 设 0 和 6<x, 则 在 [8,2r 一 s] 上 级 数 


> ns (0<p<D) 
一 致 收敛 
证 明 首先 , | 吉 } 是 北 碱 赵 于 (一 致 ) 零 的 数列 . 其 次 ,由 不 
等 式 


2) coskzx = 一 | 一 一 人 | 科 2 |<osc2 ， XELS, zx 6]， 
k=l sin( 子 ) 
可 知 Dy coskr 的 部 分 和 在 [6,2x 一 8] 上 的 一 臻 有 界 性 . 根据 
Dirichlet 判别 法 即 得 所 证 . 


注 1. 一 般 来 说 , 若 数列 la.|} 是 单调 趋 于 零 的 , 则 级 数 


> Qa COSNT > anSinnz 
在 [9,2r 一 引 上 是 一 致 收敛 的 ,其 中 6.0<<6<<2x. 
2. 在 [0,r] 上 ,级 数 
csinzzz 
2 


n=1 


湾 潭 总 洋 避 二 十 以 


湾 泡 总 湾 加 好 十 波 
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是 不 一 致 收敛 的 . 

i 信之 二 

证 明 Tn 区 , 则 有 


0<kr<1< (& 一 7 十 1 ,z 十 2 ,2n). 


因此 ,由 于 不 等 式 


Sn 二，0<o<< 世 ， 
a T 2 
故 可 得 
Sin&ET。 sinkz, 2 1 1 
El) 
由 此 即 知 
sin(nt+1)zs | sin(nt+2)zs | .| sin2nz 
nfl 1 na tt 
ll 
nn nn x 


这 样 , 对 e< 二 ,在 [0,z] 上 ,该 级 数 不 满 足 Cauchy 一 致 收敛 准则 . 即 得 所 
证 . 
3.“ 虽然 用 类 似 于 前 例 的 方法 可 以 证 明 级 数 
3 


n=l] 


在 | 总 ,至 | 上 一 致 收 全 ,但 不 能 用 Weierstrass M 判别 法 . 因为 我 们 有 


max { 


所 以 如 果 存 在 M,>0 (n= 二 1,2,…) ,使 得 


从 而 就 有 M, 之 二 (n 一 1,2,…) ,导致 > M 发 散 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 判别 下 列 级 数 的 一 致 收敛 性 , 
(1) >， 和 一 二 sin(1+ 三 ), [0.1 


n 
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(2) 六 Stem) arctantaz) ,1 ,2 一 1] 


(3) Do IE (i 收敛 |,[0,1] 
2. 判别 下 列 级 数 的 一 致 收敛 性 ; 

< sinzsin(nz) vo 2 -Sostaz) 
Do ,[0,00). Cp 1)" 1 


3. 设 > aw" 在 z 二 R>0 处 收敛 , 试 证 明 > ax" 在 [0 
R] 上 一 致 收敛 . 


3 4 函数 性 质 的 传递 一 极限 次 序 的 交换 


现在 ,我 们 来 研究 并 解答 本 章 初始 提出 的 问题 , 即 函 数 所 具 
有 的 性 质 在 无 穷 运 算 下 是 否 能 保持 的 问题 . 下 面 将 看 到 这 一 问 
题 的 实质 是 :两 种 极限 过 程 的 先后 次 序 是 否 可 以 交换 的 问题 ,而 
一 致 收敛 性 在 其 中 扮演 着 关键 的 角色 . 为 此 , 先 给 出 关于 函数 列 
与 级 数 的 两 个 重要 引 理 . 


引 理 10. 1 设 zu EI( 区 间 ),f,(z) 在 TT 上 一 致 收 伊 于 


f(z), 若 有 . 
limf,(z)=a, (n=1,2,.…), 


则 {a, | 是 收敛 列 , 旦 有 
lim f(x)=lima, (limlimf, (x) = limlim f(x)). 
证 明 (1) 根据 f(x) 的 一 致 收敛 性 可 知 ,对 任 给 s>0, 存 
在 x ,使 得 当 > 时 ,有 
Fas( 可 一 六 (z1< 计 (12izE 记 
国定 n,p, 令 z 一 zo ,可 得 


| av 一 an | 一 limfurs (x) lim f(z) |<e. 267 


泛滥 间 当 加 册 十 小 
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这 说 明 ia. 是 收敛 列 ,不 妨 设 为 a, a (zco). 
(2) 根据 所 (z) 一 致 收敛 于 Fz) 可 知 , 对 任 给 s 之 0, 存 在 
Ni , 当 7 之 AN 时 有 
I 


[f(z) -f(z)|<3, (rE rT). 


{zol 


类 似 地 ,又 存在 Ns, 当 nw 之 Ns 时 ,有 la 一 中 << 椰 . 


“ 记 N=max!{ N,N,| , 则 由 CCz) 一 az 一 Zoo) 可知 ,对 任 
给 s>0 ,存在 SG>0， 


Lv(z) 一 avl< 了 (0<iz 一 ml<9 且 zED)， 


因此 , 当 0<1z 一 zoj<6 且 xzET 时 ,我 们 有 
| jz) 一 al 委 |J(z) 一 六 (z)| 十 |JNCz) 一 axw| 十 |aw 一 < 


€ € 
二 可 十 可 十 可 一 8 
这 就 是 说 极限 lim f(z) 存 在 且 等 于 a 
引 理 10.2 设 > /,(z) 在 1( 区 间 ) 上 一 致 收 化 于 S(z)， 


Xo EL. 车 有 
limf,(z)=a, (n=1,2,…), 


则 > an 收敛 , 且 有 
limS(z) 一 六 an. (im> f(x)= > 世人 
证 明 记 S,(z)= 3 f(z)， 3 a 一 A,, 则 依 题 设 知 ， 
S,(z) 在 了 上 一 臻 收敛 于 S(z), 且 有 
limS,(z)= lim 3) fil(z)= > lim fi (zx)= Sa=A.. 
268 ”从 而 根据 引 理 10. 1 可 知 
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limS(z)—limA, =lim >) Ce lim>) f(x)= > Q，， 

注意 , 引 理 10. 2 的 陈述 均 在 xz。 ET 上 进行 ,实际 上 整个 证 
明 过 程 只 需 在 z。 的 某 个 邻 域内 满足 条 件 即 可 . 
4.1 连续 性 质 的 传递 

( 整 序 变 量 的 极限 与 连续 变量 的 极限 次 序 的 交换 ) 

现在 ,我们 可 以 给 出 结论 :函数 的 连续 性 在 一 致 收敛 的 方式 
下 是 可 以 传递 的 . 这 实际 上 只 是 前 述 引 理 的 一 个 特殊 情形 . 

定理 10.11 设 xzE€1I,f(z) (n 二 1,2,…) 在 zz 处 连 
续 . 

(1) 车 f(z) 在 IT 上 一 致 收 化 于 f(z), 则 f(z) 在 z=zo 处 
连续 ; 

(2) 若 了 f.(z) 在 1T 上 一 致 收 全 于 SCx), 则 S(z) 在 z 一 
To 处 连续 ， 

证 明 (1) 联系 到 引 理 10. 2 ,我 们 有 

limf,(z)=f.(m)-— 


由 此 即 得 


滋 痊 冯 注 本 贡 十 小 


ga (n=1,2,.) ;lima, = f(zo), 


lim f(x)=lima,= f(z,). 
(2) 联系 到 引 理 10. 2 ,我 们 有 
lim f(z)= f(z0) a Dy a= Dfi(zo)=S(zo). 


oo 


由 此 即 得 limS(z)= 之 , as 一 S(zo)， 


#== 1 


推论 10.5 (1) 设 记 (zx) 在 I 上 一 致 收敛 于 f(x), 若 f.€ 


(2) 设 > 广 (z) 在 [a,6] 上 一 致 收敛 于 S(z), 若 人 ECCD | 


洋 注 注 兴 国 山 十 湾 
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(n=1,2,…), 则 SEC(7D). 

注 1. 连续 函数 列 在 收敛 但 不 一 致 收 合 情 形 下 , 其 极限 函数 也 可 能 
是 连续 的 . 换 句 话说 ,一 致 收敛 条 件 只 是 使 极限 函数 连续 的 充分 条 件 . 另 
一 方面 ,如 果 连 续 函 数列 (或 连续 函数 项 级 数 ) 的 极限 函数 (和 函数 ) 在 区 
间 工 上 不 连续 ,那么 其 收敛 在 工 上 一 定 不 是 一 致 收敛 . 此 一 结论 常 可 用 于 
判别 非 一 致 收敛 . 例如 

(1) 在 [0,1] 上 连续 函数 列 f,(zx)==x 收效 于 函数 


/a={ 7 
0，0<z<1， 
且 /(z) 在 [0,1] 上 不 连续 , 故 记 (z) 在 [0,1] 上 不 一 致 收 伍 于 A(z). 

(2) 在 [0,1] 上 连续 函数 列 /,(z) 一 nre-” 收敛 于 连续 函数 ALz) 二 0， 
但 f(x) 在 [0,1] 上 是 不 一 致 收敛 的 . 

(3) 设 在 [a,6] 上 的 连续 函数 列 点 收敛 到 连续 函数 f(z). 若 有 fi (z) 
志 有 h(z) 过 之,(z) 志 …, 则 f(x) 一 致 收 合 到 f(z). ( 见 章 末 注 记 ) 

(4) 在 [0,1] 上 我 们 有 

1]，Xx 关 1， 


>， (1 一 Z)z 一 | 
n=0 0，Zz 一 1,0， 


由 于 和 函数 在 [0,1] 上 不 连续 , 故 级 数 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 

2. 上 述 定理 的 条 件 中 ,包含 点 z= x 的 区 间 工 实际 上 可 以 是 任意 一 
个 点 x+ 二 zo 的 邻 域 , 这 是 因为 函数 的 连续 性 是 函数 的 局 部 属性 . 

3. 在 今后 学 习 的 《 实 变 函 数 } 课 程 中 ,将 会 看 到 : 当 [a,b] 上 的 连续 函 
数列 f(z)( 点 ) 收 敛 于 A(z) 时 ,极限 沙 数 A(z) 的 连续 点 必 在 [a,5b] 上 稠密 . 
(虽然 不 能 具体 指出 在 何 处 连续 , 且 也 可 能 会 有 很 多 不 连续 点 ) 

例 1 考察 在 (一 1,1) 上 况 数 项 级 数 

so 下 (全 
的 连续 性 . 

解 ”对 任意 的 点 zeoE (一 1,1), 存 在 0<r<]1, 使 得 zoE 
[一 r,rj, 因 此 只 需 指出 该 级 数 在 [一 r,r] 上 是 一 致 收敛 的 即 可 . 

因为 我 们 有 


G5) (ra) < se 
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又 注意 到 存在 N, 当 n>N 时 有 
(5+r) < ,0<0<1, 

所 以 根据 Weierstrass-M 判别 法 ,可 知 该 级 数 在 [一 r,r] 上 一 致 
收敛 . 

这 说 明 S(z) 在 点 z=x。 处 连续 ,而 由 xo。E( 一 1,1) 的 任意 
性 , 即 知 S(z) 在 (一 1,1) 上 连续 . 

关于 极限 与 求 和 次 序 的 可 交换 ,一 致 收敛 只 是 一 个 充分 条 
件 . 下 面 给 出 另 一 形式 的 结果 . 

例 2 设 在 [ca,0) 上 ,每 个 上 CCz)(zEN”) 都 是 非 负 递增 函 


数 , 且 在 [a,5) 上 》) f(z) 收 全 .车 存在 M>>0 ,使 得 


DP f(z)EM, rE[a,b), 
则 


lim 2) f(z)= 2 £f.(6—). 
证 明 记 S,(z)= 》)f,(z)<M, 易 知 》f.(6-)<M 
且 >， 一) 收敛. 又 存在 极限 


lim S(#)= lim > f(r). 
令 有.(8) 二 ff.(5 一 )(n 二 1,2,…), 则 每 个 f(z) 的 定义 域 都 
延 拓 到 3[a,6] 上 ,和 目 都 在 z=5 上 连续 ,在 [a,5] 上 递增 . 因为 我 
们 有 
ntp 
>» fi(zx) 


所 十 1 


tp | 
<| cl, 


以 及 3 /,(5) 的 收敛 性 ,可 知 在 Fa,5] 上 
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sf (x) 


4 


一 致 收 剑 . 由 此 即 得 所 证 . 
定理 10. 12 设 1f,(z)1 在 [a,5] 上 点 收 全 于 f € 
C([a,6]), 则 (zx) 在 [a,6] 上 一 致 收 伊 于 f(x) 的 充分 必要 条 件 
是 :对 [ae,b] 中 任意 的 收敛 点 列 zzo(n™o2) ,有 
limf,(z,)=f(z0). 
证 明 必要 性 . 由 一 致 收 剑 性 可 知 , 对 任 给 *>0, 存 在 Ni ， 
使 得 


[f(z)—f(7) |< > Nar<b). 
而 根据 f 的 连续 性 又 知 ,存在 N,N, ,使 得 
| f(z,)— f(zo)|< 广 (n> N,). 


从 而 我 们 有 
[f(za) ~ fro) [Ef lx) — fr) 1 |f (zr)— fro ) i <e. 

充分 性 , 反 证 法 , 假定 f(x) 不 一 致 收敛 于 f(x) ,就 存在 eo 
>0 以 及 zx, E [a,b] (二 1,2,…), 使 得 

| f% (zn, )— f(z )| eo. 中 

且 不 妨 假 定 zs 一 zo (否则 再 抽 子 列 ), 从 了 的 连续 性 以 及 题 设 
可 知 ,存在 天 ,使 得 

|.FCz。 ) 一 f(z0) |< ,fs (rn ) 一 f(zo)|<2. (>K) 

因此 ,我 们 有 (这 K) 

[fs (x )— f(x, )| 
委 | 记 (zw )— fr) + | fz) — f(r, )|<e. 

这 与 式 @@ 了 矛盾 . 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1l， 判别 下 列 级 数 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


0 DE Da), [1,1], 
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(3) BD) lne,(0,11.(4 ) > 3 —1,1]. 


个 
| 一 
Te 
-一 


[提示 :() 记 通 项 为 年 喜 (在 二 
2， 求 下 列 极限 值 ; 

中 站 忆 而. 0 名 局 

5. 设 广 EC([a,b) (n=1,2,…), 且 一 致 收 伊 于 f(x) 学 0 


(ae 和 z< 委 2) , 试 证 明 
(1) 存在 N, 当 n>>N 时 有 f(x) 关 0 (ce 委 z 委 0). 


(2) | 关 C ) 在 [es 如 上 一 致 收 钱 于 f(z)， 

4. 设 放 (rz) (2=1,2,…) 在 (一 co,co) 上 一 致 连续 ; 且 
(zx) 在 (一 oo ,co0) 上 一 致 收敛 于 f(x), 则 f(zx) 在 (一 0,c0) 上 
一 致 连续 ， 

5. 设 甩 EC((a,6)) (n= 二 1,2,…). 若 有 定义 在 (a,5) 上 的 
函数 ,F(z) ,使 得 对 于 (a,5) 中 的 任 一 开 区 间 (a,p) ,f,(z) 在 (a,p) 
上 一 致 收敛 于 f(x), 则 fEC((a,2)). 

4. 2 ”积分 性 质 的 传递 

( 整 序 变量 的 极限 与 积分 次 序 的 交换 ) 

定理 10.13 (1) 设 f,.ER([a,6]) (n= 二 1,2,…), 若 f(z) 
在 [a,5] 上 一 致 收 钱 于 f(x), 则 fE€E R([a,6]), 且 有 

im| (zldz=| limf,(z)dz=| 7(z)dz 
(2) ( 逐 项 积分 ) 设 f,€R([a,6]) (2 一 1,，2,…), 者 


f(z) 在 [a,6] 上 一 致 收 化 于 S(z), 则 SER([a,6]), 且 有 


> [ f(z)dz=| > flx) dr. 


源深 县 潍 欧 山 十 攻 


证 明 (1) 首先 ,对 任 给 se> 之 0, 由 题 设 知 , 存 在 N, 使 得 对 一 _273 | 


活 得 总 避 国富 十 路 
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切 zE€E [a,6] 有 
E 
[f(x)— f(x) |<30p -ay NM 中 


特别 有 [fn(z) 一 f(z)|<arpay: 
取 定 N, 因 为 fw€ R([4a,6]), 所 以 存在 [a,6] 的 分 划 A 
zl 之 zi 过 … 之 zi 二 b, 使 得 


PMVA Pm)ar- Df) 
化 式 四 为 加 
fn(7x)— 3(6 一 3 ffn(z) ta Ta) 了 
由 此 可 知 
PMDAn< D MUAntS; 


之 1 (Arzi 之 和 2 mi( Ar)Azri 一 可 
合并 即 得 
EE 


, - 2e [3 2e 
么 之 Mi(Jv)Az: 一 和 > mi(fy)Axi+ 3 <3 


这 说 明 f€ R([a,6]). 
其 次 ,再 根据 户 (z) 一 致 收 剑 于.F(z) 可 知 ,对 任 给 es 之 0, 存 


在 N, 当 n 宇 N 时 ,对 一 切 zE [a,6b6] 有 |f.(x) 一 
从 而 当 n 宇 N 时 有 
Lee se 


=| ft) fea 


274 <| 1f.(2)— Hz)ldz< 产 - (6 一 a)=é. 
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这 说 明 lim | f(z)dz=| fz)dz. 


(2) 记 S,(z)= > f(z), 则 题 设 化 为 S,(z) 在 [a,6] 上 一 
至 收敛 于 f(z). 由 fi ER([a,6]), 可 知 S,€ R([a,6]) (n=1， 
2,…). 从 而 由 (1) 知 SER([a,6]), 且 有 
ifseoa=[seom 
此 即 


> sdbm dD ff) de 


=lim| >, (zydz= lim| S.(z)dr=| > fri(x)dr. 

mcoJ a b=1l nrooda 4 k=1 

注 1. 在 上 述 定理 的 条 件 下 吻 知 ,对 任意 的 =E [2,6], 有 
lim| f(D im (Dds 


Sra Dp, 


且 这 些 收敛 对 zxE [a,b] 是 一 致 的 

2、 定 理 的 逆 不 真 , 即 可 积 函 数列 (级 数 ) 能 收敛 于 可 积 函 数 , 但 不 一 定 
一 致 收敛 . 另 一 方面 , 若 可 积 函数 列 ( 级 数 ) 的 极限 函数 不 可 积 , 或 者 虽然 
可 积 但 积分 值 的 极限 等 式 不 成 立 , 则 一 定 不 是 一 致 收敛 的 ， 

3， 逐 项 积分 的 优点 ,在 于 不 必 求 出 函数 项 级 数 的 和 迅 数 (也 许 很 困难 
或 不 能 表 为 初等 函数 ) 而 算出 它 的 积分 值 . 下 文中 的 逐 项 微分 定理 的 意义 
也 与 此 相同 . 


例 1 1=[ > ye (Euler 常数 ) 


n=1 


, > 并 1 < a 
证 明 注意 到 |302T77 | 站" 故 2 RET 厅 在 [0,1] 二 
一 致 收敛 . 从 而 有 
. ~ dz ,fiyl 1 
1 一 0 > | (i 


MM- ; 

和 
3 | 一 

| 

挟 

之 

十 

Ne 

I 

OO 

全 

所 

3 

Ey 

学 
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例 2 在 [0,1] 上 函数 列 
f(x)= mt ) (n=1,2,.…) 


是 一 致 收敛 的 
证 明 注意 到 放 (z) 的 导 函 数列 为 
f(x)= Te 5 7 (n=1,2,.…,rE[0,1]). 
易 知 它 在 [0,1] 上 一 致 收 化 于 g(z)==0. 从 而 由 定理 10. 13 的 注 
1 可 知 ,对 xzE [0,1] 有 
limf(z)=lim| 天 (0d 一 | gD) d=0, 
且 为 一 致 收 化 . 即 得 所 证 ， 
例 3 | 一 az- 之 7 


(emz) 二 .+ (—xlnz) Hn) +. 


六 洪 汪 六 加 出 十 滥 


证 明 x 一 1 一 zlnz 十 > 一人 一 
是 一 致 收敛 的 ,我们 有 


n=1 


思考 练习 试 证 明 下 列 命题 
] 设 PEC([0,1]) (n=1,2,.. ), 且 f(x) 在 [0,1] 上 一 致 
收敛 于 f(x), 则 
lim| fz)dz=| f(r)dz. 
2. 设 f. ER([a,8]) (n= 二 1,2,…), 且 f(x) 在 [a,b] 上 一 至 
收 合 于 f(z). 若 对 gER([a,6]), 令 
F(z)=| fa la, F(z)=| f(D eld, 


(n=1 2) ,TE [a ,5] 3 
276” 则 F(x) 在 [a,6] 上 一 致 收敛 于 F(x). 
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3. f.EC([a,5]) (z=1,2,…), 且 一 致 有 界 . 若 对 任意 的 
8:0<3<b 一 a,f,(zx) 在 [a,6 一 6] 上 一 致 收 全 于 f(x) , 则 
lim| f(z)dz=| f(z)dz. 
4. 计算 下 列 积分 
Enea (4) 


0 |, 2 re (到 


n=1 


2 COS2 nz 
(3) | za Cx) 


4.3 _ 微 分 性 质 的 传递 


( 整 序 变量 的 极限 与 函数 极限 的 次 序 交 换 ) 微 分 性 质 的 传递 
与 连续 或 可 积 性 质 的 传递 在 条 件 上 稍 有 不 同 ,请 看 一 例 : 

例 1 在 (一 2,c2) 上 级 数 
> 1 


n=1] 


是 一 致 收敛 的 , 且 每 一 项 刻 (z) 一 5 都 是 可 微 函 数 ,但 其 导 函 
数 所 组 成 的 级 数 
人 CoOsnz 


在 z=0 处 是 发 散 的 . 因此 ,企图 用 导 函 数 的 级 数 来 判断 和 计算 
原 级 数 的 和 函数 导数 , 仅 有 原 函 数 级 数 的 一 致 收敛 条 件 是 不 充 
分 的 ， 

定理 10. 14{ 逐 项 微分 ) 设 广 (z) (n= 二 1,2,…) 在 [a,5] 上 


连续 可 微 , 且 了 >) F(z) 在 [e, 轨 上 (点 ) 政 敛 于 S(z). 若 由 其 各 


项 的 导 函 数组 成 的 导数 级 数 > 凡 (z) 在 [a, 习 上 一 致 收敛 于 


一 


泛 闪 总 思 区 攻 十 蕉 
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G(z), 则 袜 广 (z) 在 [a, 疏 上 -- 致 收敛 于 S(z), 且 有 


S' (xr)=G(zx), rE [a,6b]. 
证 明 首先 ,由 f(x) 的 连续 性 可 知 ,G(z) 在 [a,b] 上 连 
续 , 从 而 又 知 


是 | God=cdz)， zeEfa ,bo]. 


其 次 ,由 
Du=mrz-Aa)， zELab), 
可 得 
> [WAGE > f(T)— » f(a)=S(z)—S(a), 


ze [ab 
而 根据 3) 九 (z) 的 一 致 收 剑 性 ,对 上 述 左 端 应 用 逐 项 积分 公 
式 ,又 得 
[ewaf BAW Df dS) se). 


对 两 端 求 导 即 知 
S’(r)=G(x), rE€E[a,b], 
或 写成 
元 2 f(x)dzr= 2) fr), rE [a,b]. 
即 对 级 数 可 作 逐 项 求 导 运算 . 
注 1, 定理 10. 14 的 条 件 还 可 进一步 减弱 , 见 本 章 注 记 . 


2. 在 应 用 逐 项 微分 定理 时 ,应 特别 留心 >, f(x) 在 [a,6b] 上 的 一 
n=1 
致 收敛 性 ;由 于 求 导 运算 是 函数 的 局 部 属性 ,因此 区 间 [a,5b] 只 要 取 在 
包含 该 可 微 点 的 附近 即 可 , 即 证 明 在 该 点 的 一 个 领域 上 是 一 致 收敛 的 
即 可 ， 
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例 2 在 (一 oo,oo) 上 函数 S(z) 二 3 Sin 连续 可 导 . 


证 明 (1) 根据 在 (一 co ,co) 上 的 不 等 式 | 2 经 | < 点 ,可 


知 该 级 数 在 (一 = ,ce) 上 一 致 收敛 , 故 S(z) 在 (一 co,co) 上 连 
续 
(2) 由 于 起 ( 轩 竺 )= 名 和 ,zxE (一 co,eco), 故 知 由 各 项 


n 


导 函 数组 成 的 导数 级 数 
< cosnz 
在 (一 co ,co) 上 一 致 收敛 . 根据 逐 项 求 导 定理 可 知 


么 


S'(z)= >) TF, rE(—%,0%0). 


n=1 


因为 每 一 项 守 池 < 此 连续 ,所 以 了 (z) 在 (一 ,oo) 上 连续 . 


例 3 考察 S(z) 一 2 jz 的 可 微 性 . 


解 (1) 由 下 上 二 世 [ 可 知 ,此 级 数 在 (一 co,co) 上 是 点 


re 2 
收敛 的 . 
(2) 当 0<1zl<A 时 ,其 导数 级 数 一 致 收敛 ,因为 
(wtzx’)|zl 


一 2z|z| 加 wlz| 
_ x 
2 (222 十 并 2)2 上 2) (n+zr)’ ” 


zx|| 志 ni 十 Ai，, 


于 |zl 
TX 


这 说 明 S(z) 在 z 天 0 处 可 导 ， 
(3) 当 z=0 时 ,我 们 有 


SU(Az) 一 S(0) |Az| 
Fest Az lm Ar Az > 3 n ZT zy 279 
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从 而 可 知 S- (0) 一 一 纪 六 ,54 (0) 一 挛 ,这 说 明 S(z) 在 
zz 一 0 处 不 可 导 . 

例 4 设 f(z) 在 (一 2,o0) 上 定义 , 且 有 

(1) f(x) 在 z=0 处 连续 ; 

(2) 函数 f(2z) 一 f(z) 具 有 连续 导数 . 则 /(z) 在 (一 ,00) 
上 可 微 

证 明 (1) 令 g(z)==f(2z) 一 f(z), 则 


f(z)=g( 子 )+f( 持 )=* -> a( 吾 )+f( 苏 ); 
1(z)=7(0)+ 马 s( 甸 ) 


由 于 对 0 志 |z| 志 A, 存 在 :0 过 fx, 使 得 (假定 |g (x)| 志 MM) 
g(x)=g(0)+g (é)zr=g (7, 1g(z)|<MA; 


EE 1g (&)||z| -MA 
jz( 圭 )|< 2 < 


“(Ez) 


这 说明 六 & (部 ), 沁 一 部 均一 致 收 全 ,从 而 f(z) 在 (一 >， 


ce) 上 可 微 ， 
例 5 设 广 (z) (n 二 1,2,…) 均 在 [a,b5] 上 有 原水 数 , 且 在 
[a,5] 上 一 致 收 钱 于 f(z), 则 f(x) 在 [a,6j] 上 也 有 原 沾 数 . 
证 阴 由 题 设 不 妨 假定 (否则 抽 子 列 ) 


f(z)—f (7) | (n=1,2, ,7E [4,6]), 
且 记 f(z)= fo (rz)— f(z)(n=1,2,…), 则 对 XE[a,6], 有 
f(2)=f(2)+ BD Fn) sl FDI 1,2,). 


现在 , 令 F(x) 二 了,(z) (n= 二 1,2,…;a 志 Xx 所 5b), 且 不 妨 假 
定 F(zo)==0 (ae 委 zo 秋 0), 则 对 zE[a,o 有 
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[F(z)|=| f,(§)1|z—z |<27"|z— vol. 
这 说 明 函数 顶级 数 > F, (z) 在 [a,b] 上 一 臻 收敛. 从 而 得 到 
(注意 已 (z) 是 一 致 收 全 的 】 


(D8) = B77) 
因此 f(z) 在 [a,6] 上 有 原 函 数 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 


1. 试 论 下 列 级 数 了) f,(z) 的 可 微 性 ; 


六 浊 汪 湾 国 协 十 名 


(1) 记 (z) 一 arcetan( 翅 】 ,人 (一 co ,co). 
(2) f(zx)=e-"™,(0,00). 
(3) f(z)= Zn ,1,00). 


(4) > F<, p>1). 

2. 设 f,(x) (n= 二 1,2,…) 均 在 [a,b6] 上 有 原 函 数 , 且 在 
[a,6] 上 一 致 收敛 于 f(x). 若 f, ER([a,6]) (nn 二 1,2,…), 则 
f(x) 在 fa,6] 上 有 原水 数 . (请 不 要 利用 例 5) 

3. 存在 经 (0 ,1) ,使 得 


后 i=! “| 提示 :考察 S(z) 一 pe 
注 记 


(一 ) 一 致 收效 概念 的 提出 
在 论述 函数 项 级 数 时 ,Cauchy 在 《分析 教程 中 有 失 检 之 处 . 他 大 意 地 
认为 只 要 每 一 函数 项 都 连续 , 则 在 收敛 时 ,其 和 范 数 也 连续 ,还 可 以 逐 项 281 | 


洋 炊 总 溢 避 坤 十 洲 


282 


数学 分 析 ( 第 二 肌 》 


积分 等 等 , 虽然 如 此 ,这些 命题 鼓舞 了 青年 数学 家 Abel, 他 在 1826 年 的 一 
篇 论文 里 用 反例 指出 了 Cauchy 断言 的 这 一 错误 . 更 可 贵 的 是 ,Abel 应 用 
了 《本质 上 ) 一 致 收敛 的 思想 重新 把 这 一 结果 树立 起 来 ,可 惜 的 是 ,他 没有 
把 这 个 一 致 收敛 的 概念 单独 地 分 离 出 来 . 此 后 ,直到 1842 年 ,又 由 Weier- 
strass 独立 地 提出 一 致 收敛 概念 ,并 由 此 建立 起 关于 函数 项 级 数 逐 项 积分 
以 及 逐 项 微分 的 定理 . 

(二 ) 有 闫 条 积 函数 的 一 致 收敛 性 

1. 两 个 一 致 收敛 的 函数 列 的 乘积 并 不 一 定 能 保持 一 致 收 剑 性 . 

例 1 在 (0,1] 上 考察 两 个 函数 列 (n=1,2,…); 


三 ， zz 是 无 理 数 ， 


(=z (It) ,ez 
9 十 元 ，z 一 二 有 理 数 ( 户 与 9 互 素 )， 


易 知 在 (0,1] 上 f,(x) 一 致 收 化 于 f(z) 二 zx,g, (x) 一 致 收敛 于 g(x)=0 (z 
是 无 理 数 );g(x) =g [> 是 有 理 数 全 记 


1 1 _ 
文 友 + 训 )， X=0,7XE€RQ, 


oneoner| 
z(1+ 歼 ) (e+ 到) ， xz- 二 ,q>0. 


不 难 证 明 在 [0,1] 上 ,h(z) 点 收敛 于 


0, z=0,7xEQ, 
so- 


QZ， rz 一 在 ,g>0. 
但 不 是 一 致 收敛 的 . 实际 上 ,假定 是 一 致 收敛 的 , 则 对 任 给 e 汪 0, 存 在 NN， 
使 得 


时 + 兰 + 气 
n n n 


<e (n>N). 


1 ] 
|=(1+ 坪 ) (gf ) -za| 一 
因为 对 n>N, 冲 有 z, 一 如 E10,1], 其 中 4,>>0, 且 1p,1>>#( 训 +). 我 们 
有 


2 过 十 全 | <e,lzls1 
n n 


n 


2 


NE EA 
n n n 
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2 2 
>Nt N= 矛盾 . 


(三 ) 用 导 函 数 的 性 质 判 别 一 致 收敛 
命题 10.1 设 f(x) (n= 二 1,2,…) 在 [a,6] 上 可 导 , /ER([a,6]), 且 
存在 正 数 M, 使 得 


2 fi (zx) 
若 了 f,(z) 在 [a,6] 上 收 化 , 则 必 一 致 收 人 


证 明 对 任 给 e>0, 作 [a, 避 的 分 划 
4A:a 一 mm<m<…<z=b al< 和 大 


<M, (xE[a,b],n=1,2,.…). 


洋 炽 总 北 加 山 十 洲 


由 >， f(z) 的 收敛 性 可 知 ,存在 N, 当 a 这 N 时 有 


ntp 

> filzxi-1) 

n+l 1 

从 而 当 xz 六 时 ,对 一 切 rE [ca, 疏 ,不妨 设 xE [zi-iyz], 我 们 有 


"tp ntp 
| EAC) -| 之 ， (hz +t] XGOdr] 


ep 可 tp 
3 £1)|+| Bf) 
iit | ntl 


n+1 
+2M(zx— zi )<+2M|| Al =e. 


< 区 (i 二 1,2,…,m, 一 切 正 整数 p). 


委 dt 


< 
即 得 所 证 . 

(四 ) 一 致 收敛 与 编 对 一 致 收敛 

M- 判 别 法 是 判别 绝对 一 致 收敛 的 ,但 一 致 收敛 可 以 不 是 绝对 一 致 收 


化 的 . 
例 2 在 [0,1] 上 级 数 > (一 1)"(1 一 z)z" 是 绝对 收敛 的 ,又 是 一 致 


收敛 的 ,但 并 不 绝对 一 致 收敛 ， 
证 明 (1) 因为 在 [0,1] 上 ,有 


sz > (1—zx)zxt:=(1—zx) DY lr ， 


k=0 k=0 


SCz)， 


lims 1, 0 区 rl，, def 
lmS,(7)= |。 283 


， 二 1， 


泣 党 总 涪 区 十 十 游 
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所 以 (一 1)"(1 一 z)z" 在 [0,1] 上 是 绝对 收敛 的 ， 
(2) 在 [0,1] 上 有 
M,—supl|As(z)—A(z)l|=1 
这 说 明 了 (一 1)"(1 一 z)z 在 [0,1) 上 从 而 也 在 [0,1] 上 不 绝对 一 致 收 
效 
(3) 现在 证 明 六 (一 1)*(1 一 zz 在 [0,1] 上 是 一 致 收敛 的 . 
实际 上 ,我 们 只 须 立 明 
R20)= DD-ne 


在 [0,1] 上 一 致 收 鳃 于 零 即 可 . 注意 到 该 级 数 是 交错 级 数 ,因此 有 
|[R,(z)|S(1— xz)", rE[0,1]. 


易 知 函数 9(z) 一 (1 一 z)zof 在 = 一 ?3 处 达到 最 大 值 


十 2 
nl 1 /ntly"! 1 
9 (Ta)= ara (rz) 7 十 2 
从 而 根据 
IR,(z)| < ™*0 (rroo)， 
即 得 所 证 . 


(五 ) 关于 级 数 > ,asianx 


命题 10.2 若 aa,| 是 单调 收 和 敛 于 0 的 数列 , 则 级 数 之) ansinnz 在 


(一 co,co) 上 一 致 收 策 . 
证 明 “只 需 指出 部 分 和 
天 


Su(Z) 一 


更 一 


在 [一 号 要 上 一 致 有 界 即 可 | 视 6 


esinnz=ne, (3 时)). 因为 | 图 10-2 
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Asinkz 到、 _[r~ 
S, (7)= > Se 一 > oeostde=|. 2 eostrd 


-Tr {sin(z+ 亏 ) 一 sn 去 | 


? 2sin 方 d 
可 sin(n 十 去) 机 1 1 1 
=| 一 一 一 sc+ 上 | {a 第 
章 
(n+ 去 )= siny = 1 工 | : 1 并 函 
-| Yay+| | (et) 于 和 
级 
注意 到 (图 10-2) 数 
ku Siny CU siny 
| y wl> | y sl， 
Is. D1<| Say+ | a 
"i oy > 0 2sin 元 ! 2 
由 于 上 式 右 端的 两 个 积分 都 存在 , 且 与 zw,z 无 关 , 故 S.(z) 在 [0,x] 上 一 致 
有 界 . 类 似 地 ,S,(z) 在 一 r 魏 r 委 0 上 也 一 致 有 界 . (用 x 二 一 zx 考察 即 可 ) 
命题 10.3 若 a 之 oz 之 … 之 a, 之 … 之 0, 则 级 数 
> an Sinnzx 
在 [一 a,a] 上 一 致 收敛 的 必要 条 件 是 :na 一 0 (n->co) 
证 明 由 题 设 以 及 Cauchy 准则 可 知 (m 之 nn) 
lm > arsinkz—0. (对 zE[ 一 ,a] 一 致 ) 
现在 , 取 z 一 下 ,a 一 [ 孚 十 1 |( 整 数 部 分 ) , 则 
> axrsinkr >an (Sinntt 二 Sinnz) >a, (至 + 1 )sin 亏 . 
(注意 ,在 括号 中 至 少 有 学 二 1 项 ,而 wz> 皇 ] 由 此 即 知 limme。 一 0 
命题 10.4 设 fa,]} 单 调 收 敛 于 0 的 数列 , 则 在 [一 x 十 8,r 一 9] (0<<6 
285 


<r) 上 级 数 -2 
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泛 汶 冯 泛 图 好 十 游 


>) (—1)"!a,cosnx 


nl 


一 致 收敛 . 
证 有明 ”由 三 角 公 式 易 知 ( 一 * 十 6<zx 人 x 一 6) 


一 .二 (一 1-1 2 rr 人》 
| cosz 一 cos2z 十 … 十 (一 1) 一 1cosnz| 委 EE 末 十 吉安 却 科 了 9 


2cos 也 


这 说 明 级 数 >，( 一 1)”: cosnz 的 部 分 和 有 界 , 根 据 Dirichlet 判别 法 , 即 
得 所 证 . 
例 3 > 澡 2 在 [0,1] 上 不 一 致 收 化 ,不 过 其 通 项 闻名 避 在 [0， 


n=1 


1] 上 是 一 致 收 化 于 0 的, 而且 >) saz) 在 [0,1] 上 是 点 收敛 的 . 


n=l 


(六 ) 关于 连续 函数 的 一 致 收 钱 
1. 设 8&sE(E0,1), (EN ), 且 在 [0,1] 上 So(Z) 一 放 (z)(R 一 


co). 若 |F(z)I<M, 且 了) M,< 十 co, 则 


Ze(T) 一 了) f(z) (mo0). 
2. 下 述 命题 在 一 定 意义 下 可 以 看 作 是 推论 10.5 的 道 : 
命题 10.5(Dinidj (1) 设 fEC([a,6]),f,E€C(l[a,6]) (n=1,2，, 
…), 且 有 
f(TEf(TE Ef (rE limf (zr)= f(r), rE La,b], 
则 f(z) 在 [a,5] 上 一 致 收 钱 于 [a,bj. 
(2) SEC([a,b]),0Rf EC([a,6]) (n=1,2,…), 且 有 


co 


,2 f=5(z), rE [a,b], 


n=1 


则 级 数 > f,(z) 在 [a,6b] 上 一 致 收 全 于 S(z). 


证 明 (1) 记 R(z)= 二 f(x) 一 f(z),(n=1,2,…), 则 由 题 设 知 
limR.(z)=0,R, (xz)>Rati (7), (n=1,2,.",7E [a,6]). 


中 迪 尼 (1845 一 1918) ,意大利 数学 家 . 
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我 们 只 需 证 明 R, (z) 在 [a,6] 上 一 臻 收敛 于 零 即 可 ， 
若 不 然 , 则 存在 % 之 0, 对 任意 的 正 整数 NN, 必 有 正 整数 m:m>>NN, 以 
及 zm€[a,bj, 使 得 
R, (xn ) >&. 
因为 {z。} 是 有 界 点 列 , 所 以 存在 子 列 { zw 上: 
lim zn, 一 ToEG[a,0]. 
由 函数 的 连续 性 可 得 
limR, (zn )=R, (zo) (n=1,2,.°). 
男 一 方面 ,对 充分 大 的 ,由 ms 之 kn 可知 
R, (xm, )> Rs, (xm, )>e. 


涟 洪 加 闪避 项 十 泪 


令 h- 十 oo 又 有 
及 (Zo ) 之 6 (n=1,2,.…). 
这 与 R.(z )-*0 (no0) 矛 盾 , 即 得 所 证 . 


(2) 记 S,(z) 一 >) f(z), 即 知 函 数列 1S,(z)} 满 足 (1) 中 条 件 ,结论 
kexl 


自然 得 出 . 
例 4 在 [0,1] 上 函数 列 


f(z)= (1 十 三 ) (n=1,2,.…) 
一 致 收敛 于 e. 


证 明 因为 /EC([0,1]) (一 1,2,…), 且 对 任意 的 <E[0,1]， 
所 (Zz) 是 递增 列 且 收敛 于 连续 函数 ,所 以 由 Dini 定理 , 即 得 所 证 ， 


推论 10.6 设 0<f,EC([a,b]) (n==1,2,…), 若 少 ) f(x) 在 [a,6] 


上 点 收敛 于 fe C([a, 妇 ), 则 上 >) f,(z) 一 致 收 合 于 f(z). 
注意 Dini 定理 对 非 有 界 闭 区 间 不 行 ,如 


广 (z)=T (0,1) 


例 $ 设 在 [a,5] 上 定义 有 f(z) 以 及 连续 函数 列 |g,(z)1, 1h. (xz)1, 满 
足 
Ba (TIEgat CT) ,加 (Z) 之 ii(Z) (n=1,2,.), 
limgn (xz)=f(7)= limh, (7z), 287 


漳 尖 总 尖 园 者 十 识 
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则 AEC(Cta ,Oo ). 
命题 10.6 设 放 (z) (n= 二 1,2,…) 是 [a,b] 上 的 单调 上 升 函 数 , 若 
所 (ZX) 在 [a,5] 上 点 收 僵 于 FE Cl[a,5]), 则 收敛 是 一 致 的 . 
证 明 ”由 f 的 连续 性 可 知 ,对 任 给 6。 汪 >0, 存 在 分 割 a=zo 过 zi 过 … 过 
Zz, 二 b, 使 得 
[f(zi)— f(x) | <e (i=1,2,.…,n). 
又 存在 N, 使 得 
[f(z)— f(x) | <e (i=1,2,.. ,7n;n> N). 
从 而 可 知 , 对 任意 的 z:zri 委 z 委 xi, 有 
f(z)Ef (rT) EF (zi), 
fT) efr)Ef(TEfz) Tf (ri) +e. 
(注意 儿 z) 是 递增 的 ) 因 此 得 到 
[f(z)— f(z)|<e (Na 和 xz 和 0). 
3. 利用 一 致 收敛 条 件 对 函数 连续 性 的 传递 ,可 以 作出 共有 某 种 连续 


性 的 函数 
例 6 对 [a,o] 中 的 点 列 {z. 上 ,可 作 一 个 在 [a,b] 上 递增 的 函数 .F(z)， 


它 恰 以 {zx,i 为 不 连续 点 列 . 
一 点 ， XI, 
n oo 
f(x)=40, z=za, (n=1,2,), (2)= 了) 六 (z),zE[a,b]. 


1 
—, ZX> Xn, 


证 明 易 知 > 六 (z) 在 [a, 拉 上 一 致 收 伍 , 且 由 广 (z) (n 一 1,2,…) 
在 [a., 避 上 递增 , 故 知 /(z) 在 [a, 引 上 遂 增 . 
当 因 天 本 (=1,2,…) 时 ,因为 > 户 (z) 在 点 mm 处 连续 ,所 以 f(z) 
在 点 z 处 连续 ; 当 二 坯 ( 某 个 和 ) 时 ,从 等 式 
f(z)=fi(z)+ 3 


可 知 , 右 端 第 二 项 在 点 xo = zx 处 连续 ,而 第 一 项 在 x =z 处 不 连续 ,因此 
A(z) 在 点 zo 二 x 不 连续 . 

4. 一 致 收敛 与 等 度 连续 

定义 10.2 设 和 f,(z)| 是 定义 在 区 间 了 上 的 函数 列 . 若 对 任 给 的 e> 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


0 ,存在 9>0, 使 得 当 工 中 的 点 = , 忆 满 足 | 也 一 区 |<? 时 ,对 一 切 正 整 数 mw， 
都 有 
[f(z) fle) <e, 
则 称 |f。(z)] 在 1 上 是 等 度 连 续 的 . 
显然 ,等 度 连 续 函数 列 中 的 每 一 个 函数 都 在 了 上 一 致 连续 
命题 10.7 设 |f.(z)| 在 [a,6] 上 一 致 收敛 . 若 f,E Cl[a,6]) (> 一 1， 
2,…), 则 1f,(z)} 在 [a, 如 上 等 度 连续 ， 
证 明 ” 依 题 设 ,对 任 给 。>0, 存 在 N, 当 n>N 了 时 ,对 一 切 re [a,b]， 
均 有 
1f(z)— fr(z)|<3: 


又 由 fn(z) 在 [a,6] 上 的 一 致 连续 性 ,可 知 存在 5>0, 使 得 [a,5] 中 点 xz ,x 
满足 |zx' 一 x | 过 6 时 ,有 
ACA ACAID Se 
从 而 当 x ,x Efa,5] 且 |zx 一 x 1<5, 以 及 n>>N 时 有 
[f(z)— f(r) f(r)— fn(z)+|fn(z)— fn(r)| 
十 1 (z) 一 矿 (z)1<< 可 十 可 十 村 = 
即 得 所 证 . 
命题 10.8 设 if,(r)| 是 [a,6] 上 的 收 僵 列 , 若 if.(z)i 在 [a,58] 上 等 


证 明 ” 依 题 设 不 妨 假定 
limf(z)= f(z) ;TE [a,6b]. 


由 等 度 连 续 性 可 知 ,对 任 给 。 汪 0, 存 在 >0, 使 得 当 [a,5] 中 点 z ,zz 满足 
lz 一 |<6 时 ,有 


ACA ACO 
令 n 一 oo, 又 立即 可 得 
1f(z)—f(2)1<, Ir -A 1s. 
现在 取 自 然 数 m:m>> 和 <, 而 作 分 划 


A:a= ToT Tn =0， 
Xi Yi;_1 < (i=1,2,.… ,7 ). 


洋 第 号 湾 园 者 十 入 
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易 知 存在 N, 当 n>N 时 ,有 
f(z)— f(r) < (l,m). 


从 而 当 n 汪 >N 时 ,对 [a,6] 中 任 一 点 z, 必 有 指标 :1 二 io 全 m, 使 得 [x 一 工 
<<6, 且 有 
[fC2)—fF TEI F(z) fz + f(z )— f(x) 
|f(zxi )— f(x)|<e. 
注 下 述 著 名 结果 属于 Ascoli-ArzelaQ@; 
若 {f, (x)| 在 [a,5] 上 等 度 连续 , 且 对 每 一 个 z€ [a,6], f(x)| 是 有 
界 数列 , 则 存在 子 列 { f(x) | 在 [a,6] 上 一 致 收 化. (证 酷 ) 
(七 ) 积分 性 质 的 传递 
关于 无 穷 区 间 上 的 积分 ,我 们 有 
命题 10.9( 控 制 收敛 定理 ) 设 对 任意 的 区 间 [a,b],f.€R([a,b]) 
(nn 二 1,2,…), 且 f(x) 一 致 收 钱 于 f(z). 若 有 在 (一 ,oo) 上 可 积 的 
F(z) ,使 得 | f(z)| 寺 F(z) (n==1,2,…), 则 fER(( 一 吕 ,co)), 且 有 


lim| f(z)dz= | fn) dz 


证 明 易 知 |f(z)| 志 F(x) (一 c<z<co), 故 /zz) 在 (一 ,ce) 上 
可 积 . 对 任 给 的 e>0, 依 题 设 知 存在 4 之 0, 使 得 


| F(z)dz< 筷 ,| F(z)dz< 千 . 
又 存在 N, 当 n>N 时 有 | 1f.(z) 一 f(z)1< 广 . 
从 而 我 们 有 


户 Aeoaz- 三 mooa < 站 -17(z)-Azldz 
A A 十 co 
<z| F(z)dz+| [|f.(x)— f(z) ldz+ 引 F(x)dr 
一 oo 一 及 A 
€ € E 
<<2 于 十 本 十 2 百 一 e 
1885 年 ,Arzela 证 明了 下 述 结论 : 
命题 10. 10{ 有 界 收敛 定理 ) 设 /,ER([a,6]) (nEN'), 且 有 


@ 阿 斯 科 利 (1843 一 1896); 阿 尔 采 拉 (1847 一 1912) ,意大利 数学 家 . 
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limf,(z)= f(z),z€ [a,b], fERCTa,b]). 
若 | AP(z)| 委 M (n=1,2,…),zE[a,5], 则 
加 | 1f(2)—f(z) de=0. 


简化 证 明 可 参阅 Amer. Math. Monthly. 78 (1971). 

( 八 ) 逐 项 微分 问题 

1. 定理 10. 14 的 条 件 可 减弱 如 下 : 

命题 10.11 (1) 设 f,(z) (n=1,2,…) 是 [a,6] 上 的 可 微 函 数列 , 且 
至 少 在 一 个 点 x。€ [a,6] 上 是 收敛 的 , 车 乒 (z) 在 [ab 上 一 致 收敛 于 
g(x), 则 f(z) 在 [a,b] 上 一 致 收 伊 于 某 个 f(z), 且 f(x) 存在 ,又 有 f(z) 
=g(7z). 


(2) ( 逐 项 微分 ) 设 > f,(z) 是 在 [a,86] 上 可 微 函数 组 成 的 级 数 , 且 至 
少 在 一 点 zo。€ [a,6b] 上 收 化 .车 其 导数 级 数 > ， f(x) 在 [a,5] 上 一 致 收敛 


于 G(z), 则 >》) f(z) 在 [a,8] 上 一 致 收敛 于 函数 S(z), 且 有 S'(z)= 
n= 


G(z). 
证 明 (1) 由 题 设 知 ,存在 N, 使 得 对 一 切 zELa,5] 均 有 


(furs (to)—fa(zo) | <; 


[fars(z)— f(z)| < 6-4), (n>N,pEN’). 


应 用 微分 中 值 定理 于 函数 [As(z) 一 广 (z)], 对 ,tiE [a,6], 可 得 位 
于 xz 与 之 间 的 4, 使 得 当 n 之 N,pEN" 有 
[far CT)— f(z)— fnro lt)t f(t)|= [far (€)— £1 (8) 11z 一 可 


Iz—itle Ee 
0a) 2 © 


[farp Cz)— f(x) EI for (x)— f(x)— furs (To) tf (zo) 
tlfrro(zo) 一 f(x)1< 卫 十 训 一 
这 说 明 户 (z) 在 [e, 习 上 一 致 收敛 ,不妨 设 其 极限 函数 为 /(z)， 


取 定 zE[a,6], 对 任意 1:€E[a,6] 且 1 关 x, 令 
(VL (n=1,2,.…); 2D)=L0-AD, 


一 羡 


< 


p(t) 一 291 
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则 由 广 (z) 的 可 微 性 得 到 limg,( 芒 一 尺 (z)，(n 一 1,2，)， 
注意 到 式 四 ,对 n 之 N,pPEN' 均 有 

[pte (DG) = Tf fi (2) -f+ fz) 


1 |zx—ile_ E 
|z—i|2(6—a) 2(6—a)’ 


这 说 明 (4) 在 [2 红 上 一 致 收敛 . 注意 到 及 (x) 在 [a,5] 上 一 致 收 伊 于 


< 


{zl 
了 (zx) , 故 又 知 
limg, () =lim Lt OLE LL gl). 


即 g (人) 在 (各 得 上 一 致 收 合 于 p(t). 
现在 对 {9,(t)| 应 用 $4 引 理 10.1, (注意 这 里 的 及 (x) 相当 于 w ) 可 


洋 注 汉 洋 加 性 十 六 


得 
limp(#) =limf. (zx)=g(z). 
这 一 极限 的 存在 性 又 告诉 我 们 
limp(#) =lim (OA fz). 
综合 上 述 推理 ,我 们 有 
f(z)=g8(z)= limf,(z). 


(2) 证 略 . 
2. 利用 逐 项 求 导 定 理 , 可 以 作出 具有 特定 可 导 性 的 函数 ; 
例 7 (7 (在 有 再 点 上 不 连续 ) 记 {m} 为 [0,1] 中 全 体 有 理 数 , 令 


zzsin 一 ，0<< 7z 入 1， 
&(Z) 一 


0， 工 一 0， 


f(z)= D) 2g(r—r,), rE[0,1]. 


nl 


( 易 知 上 式 右 端 级 数 在 [0,1] 上 一 致 收敛 ) 因 为 级 数 
> 2-"g (zx—r,) 
在 [0,1] 上 一 致 收敛 ,所 以 有 


292 f(z)= 之 2-"g’(z—r;). 
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由 g(x 一 rs) 在 r, 上 的 不 连续 性 可 知 ,了 六 (zx) 在 [0,1] 中 一 切 有 理 点 上 不 连 
续 . (注意 极限 与 级 数 求 和 次 序 可 交换 ) 

3. 在 数学 发 展 史上 ,有 许多 数学 家 曾 认 为 连续 函数 不 可 微 的 点 是 很 
少 的 ,这 是 因为 他 们 将 连续 函数 想像 成 为 逐 段 单调 的 缘故 直到 19 世纪 
下 半 叶 ,德国 数学 家 Weierstrass 利用 级 数 构 造 一 个 连续 函数 ,并 证 明 它 是 
无 处 可 微 的 . 这 一 反例 替 动 了 数学 界 ,也 由 此 淤 清 了 这 一 认识 上 的 混乱 . 
此 后 ,许多 更 简单 的 连续 不 可 微 函 数 也 做 出 来 了 . 例如 记 /(z)=|z1,z€ 
| 一 去, 半 | , 且 灸 周期 为 1 延 拓 于 (一 co,co), 则 级 数 

SS Ad 


n=1 


是 一 个 连续 函数 ,但 无 处 可 微 . 
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第 十 一 章 ” 署 级 数 、Taylor 级 数 


我 们 称 形 如 


co 


2) a (x—z0)"=a ta(rt—zo) ta (rt— To) + 


二 aa(Z 一 xo)" 十 … 
的 级 数 为 覃 级 数 , 它 是 函数 项 级 数 的 一 种 特殊 情形 , 即 级 数 中 每 
一 项 均 为 形 如 a,(x 一 zo)" 的 圭 函 数 ,其 中 a, 只 与 a 有 关 , 称 为 
确 级 数 的 系数 . 当 x ==0 时 ,或 用 1== (zx 一 xo) 作 代 换 时 ,上 述 客 
级 数 在 形式 上 可 化 为 


oo 
arr" =a0 二 air+azz ?二 +… 十 anT" 十 …. 
n= 人 0 


震级 数 是 函数 项 级 数 在 应 用 中 最 重要 的 一 个 部 分 (其 他 还 
有 下 一 章 中 所 介绍 的 三 角 级 数 ) ,这 在 学 习 将 一 个 函数 用 多 项 式 
逼近 的 Taylor 定理 中 已 经 有 了 体会 . 在 这 里 ,对 于 第 级 数 的 研 
讨 , 集 中 于 下 述 两 个 问题 

1. 给 定 的 一 个 车 级 数 ,寻求 其 收敛 区 域 及 其 和 函数 的 各 种 
性 质 . 

2. 给 定 一 个 函数 ,研究 它 是 否 以 及 如 何 能 够 用 一 个 寡 级 数 
表示 ? 即 有 关 函 数 展 成 短 级 数 的 问题 . 

让 我 们 从 讨论 第 一 个 问题 开始 . 


831 短 级 数 收 纹 区 域 的 特征 一 一 收 钱 半径 


考察 在 实 轴 (一 oo ,ce) 上 的 笑 级 数 
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>， Gin 一 00 十 az 十 az2 十 … 十 QZ 十 …， OD 
n=0 


易 知 在 z 一 0 处 它 是 收敛 的 . 对 于 在 z 关 0 处 的 情形 ,让 我 们 来 
讨论 几 个 具体 的 例子 ， 


例 1 震级 数 >) 所 在 (一 ,co) 上 收敛 ， 


证 明 对 任意 的 ze 和 0, 根据 比值 判别 法 可 知 
Xit! 
lim| (2+tD! | limlslo. 
no0 Xo oo 了 十 | 


nl 
这 说 明 z 夭 0 时 ,该 级 数 都 收敛 . 


例 2 震级 数 > xn! x' 除 x 一 0 外 皆 发 数 . 
证 明 这 是 因为 对 任意 的 x。 关 0, 我 们 都 有 


limn! ZI 天 0， 
即 得 所 证 . 
例 3 矫 级 数 > ze 在 |z| <1 时 收 化 ,在 |z| 之 1 时 发 散 . 


上 述 三 例 呈 现 出 寡 级 数 的 三 种 收敛 区 域 : 

(1) 收敛 区 域 为 整个 实 轴 上 的 点 ,如 例 1; 

(2) 收敛 区 域 仅 有 一 个 点 zx 一 0, 如 例 2; 

(3) 收敛 区 域 是 以 一 个 点 为 中 心 的 对 称 区 间 , 如 例 3 为 
(一 1,1). 不 过 ,这 里 指 的 对 称 区 间 也 包括 闭 区 间或 半 开 闭 区 间 . 

下 面 将 证 明 上 述 三 种 情形 ,反映 出 短 级 数 收敛 区 域 的 全 部 
特征 . 

引 理 11.1 (1) 若 帘 级 数 @ 在 x 二 zi 考 0 处 收敛 , 则 对 z: 
Izl<1z | ,四 绝对 收敛 

(2) 若 短 级 数 @ 在 z= zs 处 发 散 , 则 对 x: |z| 之 |zz|,@ 发 
散 ， | 295 
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证 明 (1) 由 于 》) ovzi 收敛 , 故 有 limaoz; 一 0. 从 而 知 存 


在 M>>0 ,使 得 
|aszi 和 M (n=0,1,2,…). 


现在 对 满足 |z| 过 | | 的 z, 记 9g 一 琶 |<1, 风 对 =0,1， 
2,… ,有 


隆 n 
Jax" [= |ax? (EE) |=|azr’||| Moe", 
Ti Tl 


由 > My (0<v<1) 的 收敛 性 可 知 六 wz 绝对 收 全 


(2) 采用 反 证 法 , 若 有 m+1zs| 之 |zz|, 使 awzs 收 钱 ， 


则 由 (1) 可 知 罕 级 数 @ 在 z= zx 处 收敛 ,与 题 设 矛盾 , 即 得 所 
证 ， 

推论 11.1 当知 级 数 @ 具 有 收 化 点 zi 关 0, 又 有 发 散 点 za 
时 , 必 存 在 正 数 尺 ,使 得 当 |z| 过 R 时 ,收敛 ;|x| 宝 R 时 ,中 发 
散 ， 

证 明 根据 引 理 11. 1 可 知 ,对 于 满足 1z||zz| 的 工 , 竹 级 
数 四 必 发 散 . 因此 , 几 Q 的 收敛 点 工 均 满足 |z| 过 |zi|. 车 记 @ 
之 收敛 点 集 为 下, 则 巨 为 有 界 点 集 . 

现在 记 E 的 上 确 界 为 RR, 显 然 R>>0, 下 面 指 出 此 R 满足 推 
论 的 要 求 : 

(1) 设 工 满足 |z| 二 R, 此 时 必 存 在 x ,使 得 |z| 二 x <<R. 
因为 尺 是 收敛 点 集 正 的 上 确 界 , 所 以 z 一 za 必 为 中 的 收敛 点 ， 
从 而 由 引 理 11. 1 可 知 ,震级 数 中 在 z 处 收敛 . 

(2) 设 二 满足 lz|>R, 此 时 必 存 在 x ,使 得 |x| 二 zx2 之 R. 
因为 R 是 收敛 点 集 的 上 确 界 ,所 以 @ 必 在 x==x; 处 发 散 , 从 而 
又 由 引 理 11,1 可 知 , 备 级 数 @ 在 z 处 发 散 . 

定义 11.1 若 存 在 R 之 0, 使 得 等 级 数 四 在 zx:|z1<R 上 收 
敛 ,在 z:|zl>R 上 发 散 , 则 称 R 为 罕 级 数 的 收敛 半径 . 
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当 震 级 数 中 仅 在 z=0 处 收敛 时 , 亦 称 四 的 收敛 半径 为 零 ， 
记 为 R=0; 当 宪 级 数 中 在 任意 的 zxE (一 ,co) 上 收敛 时 , 亦 称 
台 的 收敛 半径 为 无 穷 大 , 记 为 尺 = 十 ce. 

注 在 医 级 数 中 的 收敛 半径 为 尺 >0 时 ,z 一 土 尺 是 否 为 中 
的 收敛 点 并 未 确定 . 

思考 练习 ” 试 证明 下 列 命题 ; 

1. 车 存在 ze 天 0 以 及 M>0, 使 得 数列 ja 满足 | anz3l 魏 


M (n 一 0,1,2,…), 则 级 数 3 az" 在 (一 |z61,1z,|) 上 收敛 


2， 设 级 数 > azr 在 zx 一 4 处 收敛 ,试问 级 数 了) a,(z 一 2》 
在 z= 一 1 处 的 收敛 情 况 如 何 ? 

3， 设 级 数 了 a,(z 一 2)" 在 z==0 处 收敛 而 在 xz 二 4 处 发 
散 , 试 求 其 收敛 区 域 

4 设 2 (一 Dov2 收敛, 试 证 明 了 ,绝对 收缴 


湾 站 TofkaTL , 闪 焰 者 好 | 十 流 


5. 车 宕 级 数 3 a, (zx 一 1)* 在 z 一 一 1 处 收敛 , 则 级 数 


> 。 绝对 收敛 . 


6. 设 > azr 在 (一 2,2) 上 一 致 收敛, 则 它 在 [一 2,2] 上 也 
一 致 收 化 

7. 设 了 asx" 在 x 一 一 1 时 条 件 收 化 , 则 该 级 数 的 收敛 半 
径 RR=1, 


32 等 级 数 收 敏 毕 径 的 求法 
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Dy orr"=ao tarrtasz + 二 ar" 二 *… 中 
n=0 


的 形式 比较 简洁 ,其 中 带 有 变量 z 的 部 分 都 是 很 有 规则 的 z 的 
正 整数 的 寡 次 ,不 难 想像 睹 级 数 的 性 态 主要 由 军 级 数 的 与 x 无 
关 的 系数 a,(n==0,1,2,…) 确 定 . 

定理 11.1(Cauchy-Hadamard0) 对 午 级 数 @ , 记 


ImvTa.[ =p， 
(1) p=0 时 ,@ 的 收敛 半径 为 R= 十 oo; 
(2) po 一 十 2 时 ,的 收敛 半径 为 R=0; 
(3) 0<po< 十 co 时 ,@ 的 收敛 半径 为 R= 
证 明 ”引用 根 值 判 别 法 于 正 项 级 数 


了 >， A,A,=|az"|, (n=0,1,2,.") 
n=0 


可 知 | 
limy A, 一 ImVTevzr 一 |zl EnvToeof = 一 1zle. 
从 而 得 知 在 0<<o<< 十 ce 时 有 


车 |zlo<1, 或 lz|<< 广 , 则 |azo"| 收 剑 ; 若 |zlp>1, 或 
lzl> 二 虽 > azr 发 数 ;Hts 午 >1 | 
在 o=0 时 , 则 |z|o=0<1， 2 1az*| 在 (一 co,co) 收 敛 ; 


在 p= 十 co 时 ,对 x 关 0, 有 |z1p>1，》) ox" 发散. 


注 在 0 过 p< 之 十 0 的 情形 , 当 z= 土 R= 土 po-! 时 ,定理 没有 
给 出 任何 信息 ;必须 再 对 里 级 数 作 具体 讨论 . 
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推论 11. 2 对 于 考级 数 


Dy a (zr) =aota(z—zo) ta (zr— ro) + 
十 a (Xz 一 XxXo)" 十 …: ©@ 
记 limy [a.l =0, 
(1) o=0 时 , 界 级 数 @ 在 (一 吕 ,co) 上 收敛; 
(2) po= 十 co 时 ,@@ 仅 在 zx= 处 收敛 ; 
(3) 0 和 po< 十 co 时 ,@ 对 满足 |z 一 zo1<po- 的 工 绝 对 收敛 ， 
对 满足 |z 一 zo| 盖 po: 的 天 发 散 . 


证 明 令 y=z 一 zw, 则 有 >) as(z 一 zo)" 一 >》， ay 引 
用 定理 11.1 于 3) osy", 可 知 


(1) p= 0 时 ， 之 ,aoy" 在 (一 ceo, oo) 上 收敛 , 即 


>，an(z 一 zo)" 在 z 一 zE( 一 coyco) 上 收敛 ,也 就 是 说 在 ze 


# 一 0 


(一 co ,ceo) 上 收敛 ; 
(2) 0 一 十 co 时 ， 2 ey" 仅 在 y= 二 0 处 收 人 钙 , 即 


oo 


2) a, (x 一 zo)" 仅 在 z=zxo 处 收敛; 


n=0 


(3) 0<p<< 十 wo 时， >) ony" 在 |y|<<p”' 上 绝对 收敛 , 即 


>)er(z 一 zo 因 在 |z 一 aa 二 or 上 绝对 收敛 ;类 似 地 可 知 


n 


8 4 


2 an(z 一 zo 普 在 jz 一 zol|>o: 上 发 散 ， 

注 在 推论 11. 2 中 , 磊 级 数 @@ 出 现 的 三 种 收敛 区 域 的 情 
形 , 也 可 用 收 和 敛 半径 来 描述 ,只 不 过 此 时 的 收敛 区 域 的 中 心 不 是 
Z 一 0, 而 是 z=zo. 即 当 o= 一 0, 十 ce 时 , 宪 级 数 @ 四 的 收敛 半径 尺 = 
十 co,0; 当 0<o< 十 co ,@ 四 的 收敛 半径 R=p7. 
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推论 11.3 设 寡 级 数 四 的 系数 wm 天 0 (n 一 0,1,2,…), 若 
存在 极限 


则 @ 的 收敛 半径 为 R=p-!. (认定 p=0 时 R= 十 op 二 十 时 
R=0) 

证 明 A 
|a， 


me | 
ax| “ 


dn 


二 |a <lim Un 


全 1 求 下 列 守 级 数 的 收 全 区 城 ， 
DEE: Dr, G8) De” 


n=0 


泛滥 JOIK8I , 骅 准 闲 协 | 十 小 


解 (1) 令 :=z 十 1, 转 而 考察 竺 级 数 > -T(J 因为 


2n 十 1 


i eet | lin TE Di FD 
~ nlm’ TF 
所 以 其 收敛 半径 为 R 一 十 从 而 原 级 数 在 (一 立 , 一 去 ) 上 收敛 
又 注意 到 级 数 


~ 1 

之 zln2(z 十 1) 

收 剑 , 故 当 x 一 一 羡 , 一 却 时 , 原 级 数 绝对 收敛. 因此 ,(1) 的 收 全 

3 1 
区 域 为 | 一 去, 一 云 ] 
(2) 这 是 一 个 缺 项 禾 级 数 ,不 妨 设 
a 有 一 12 ， 
0， 有 天 ?72 ， 


则 原 级 数 可 写 为 >) wz* 一 2, arz*. 从 而 有 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


limy ax | [=lim Vr = lim va =1. 


这 说 明 其 收敛 半径 为 R=1. 又 易 知 当 z== 土 1 时 ,该 级 数 发 散 ， 
因此 其 收敛 区 域 为 (一 1,1). 
(3) 令 :一 5z , 则 原 级 数 可 写 为 


3 5"T "= > (53 ) 一 > 如 
已 知 后 一 级 数 之 收敛 半径 为 R=1, 且 当 |z|==1 时 发 散 . 由 |5x | 


工 {ll 
<1,1z|< 充 可 知 原 级 数 的 收 合 区 域 为 元 ' 欧 } 


推论 11.4 (1) 设 {a.} 是 有 界 列 , 则 > anx" 的 收敛 半径 


R>1 (2) 设 3 asz" 的 收敛 半径 有 R>0. 若 有 A:1A|>R, 则 


fa,A"| 是 无 界 列 . 
证 明 (1) 不 妨 设 |e.j 委 M (n 二 1,2,…), 则 
fylaT <lin Y=1, 


即 得 所 证 . (2) 反 证 : 如果 |aA"} 是 有 界 列 ,那么 > | ar"| 
= 六 lo4"|| 肥 | 的 收 全 半径 就 要 大 于 , 这 与 题 设 也 盾 


例 2 设 > aiz* 的 收敛 域 为 [一 1,1], 则 > 全 的 收 介 半 
色 仍 为 [一 1,1]. 


了 2 | ar 十 未 
项 | 人 | =- 工 又 由 不 等 式 | 全 | 二 一 5 于 ,可知 
一 co | 7 n 


对 一 1, 一 1 处 > 生 仍 收 全 


例 3 试 论 > 二 (一 2 六 x" 的 收敛 域 so 


图 站 10IK8L , 滋 光 者 协 | 十 洲 
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lmy3" 1(—2)" =lim V3 +2 =3, 


可 知 该 级 数 收敛 半径 为 R= 也 . 
(2) 当 z 一 计时 ,级 数 通 项 为 


2 n 
1 十 (一 亏 
3 十 (一 2) ( 3 ) 1 
n3" 和 n >4n° 
故 级 数 发 散 ; 当 z= 一 计时 ,级 数 通 项 为 
3* 十 (一 2)*1/ 1 1 11/2 
3) Ct (3). 
故 级 数 收 伍 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 ; 
1. 求 出 下 列 守 级 数 的 收敛 域 ， 
(GD) > (+ 二) (2) > 3-z， 
(Dt) (0 2 lp>0). 
2 设 |a,} 是 递 碱 正 数列 ，》) (一 1)"a, 发 散 , 试 求 2 oz 
的 收敛 半径 . 
3. 设 a, 之 0 (n=0,1,2,…), 若 级 数 》) a, 发散, 试 证 
lim Var >1. 
4 设 > azr > bz" 的 收 合 半 径 各 为 R,,R,, 试 证 明 
(1) 六 abszr 的 收敛 半径 RRR, 
. SC。 ， 。 及 。 
a02 (2) 2 57 的 收敛 半径 RSF 
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(3) 若 w ,入 >>0 (n 二 1,2,…), 则 级 数 >、 (ao, 十 请 )z 的 收 


敛 半径 R=min |R, ,R,}. 
(4) 若 a,,6, 之 0 (n 二 1,2,…), 且 存在 极限 
lim Var >lim Vo (Rs>R,), 


则 > (a, 一 b)z" 的 收 伍 半径 及 一 及 . 


$3 每 级 数 的 一 致 收 钱 及 其 和 函数 的 性 质 


大 家 知道 , 客 级 数 在 收敛 区 域 了 内 其 和 是 一 个 定义 在 工 上 
的 函数 ,可 记 为 


f(x)= az， XEL. QD 


从 相反 的 观点 看 ,也 可 以 说 函数 f(z) 在 (收敛 区 域 ) 了 上 和 与 一 个 
窜 级 数 是 相等 的 ,或 者 说 f(x) 在 其 上 可 表示 成 一 个 第 级 数 . 这 
就 是 在 本 章 开 始 时 提出 的 第 二 个 重要 课题 . 

为 了 研究 和 函数 的 性 质 , 在 上 一 章 的 学 习 中 大 家 已 经 知道 ， 
一 致 收敛 在 其 中 扮演 着 关键 性 角色 . 因此 研讨 宕 级 数 的 一 一 致 收 
敛 性 是 我 们 首先 关心 的 问题 ， 

定理 11.2 若 知 级 数 


>») anx" 二 ao 十 qz 十 Qs 十 a 十 … 十 anz "十 …. @ 
n=0 


的 收敛 半径 是 R 汪 0 (或 为 十 ce) , 则 在 任意 的 内 部 闭 区 间 [ 一 ~， 
7] (0<<r<R) 上 ,该 宅 级 数 是 一 致 收 义 (内 闭 一 致 收敛 ) 的 . 进 一 
步 , 若 四 还 在 z=R< 十 co (或 xz 一 一 R) 上 收敛 , 则 外 在 闭 区 间 
[0,R1( 或 [一 R,0]) 上 一 致 收敛 . 
证 明 对 于 [一 r,r] 中 的 一 切 x, 我 们 有 
|asz*| 委 |c | 普 (n=0,1,2,.…). 
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注意 到 >，|ar"| 是 收敛 的 ,根据 ME 判别 法 ,可 知 @ 在 [一 r,r] 


上 一 致 收敛 ， 
此 外 ,车 @ 在 z=R 处 收敛 , 则 对 [0,R]J 上 的 一 切 z, 有 


> Cn 一 > a.R" ( 靶 ) 
注意 到 (总 ) 随 " 增 大 而 递 威 , 且 一 致 地 有 ( 贡 】<1, 而 常数 项 


级 数 >) aR" (一 致 ) 收效 , 根据 Abel 判别 法 [关于 


oo 


> 4(z)bu(z) |, 备 豚 数 四 在 [0.R] 上 一 致 收 全 


=1 


沸 漆 J0KRL , 洲 光 籼 韦 | 十 小 


类 似 地 可 证 [一 R,0] 上 情形 . 

定理 11. 3( 连 续 性 ) 设 基 级 数 @O 的 收敛 半径 为 尺 >0( 或 尺 
二 十 cc) , 则 其 和 函数 ./z) 在 (一 尽 ,R) 上 连续 ， 

证 明 对 任意 的 点 xz。€ (一 及 , 民 ) , 必 存 在 尺 >r 盖 0, 使 得 
ZooE[ 一 站 ,由 于 (1) 在 [一 一 门 上 一 致 收敛 于 F(z) ,并 注意 到 
此 级 数 中 每 一 项 皆 连 续 函 数 , 故 f(z) 在 x 一 x。 处 连续 . 因为 x 
是 (一 R,R) 上 的 任 一 点 ,所 以 f(z) 在 (一 R,R) 上 连续 . 


推论 1.5(Abe 连续 性 定理 )】 若 常数 项 级 数 2 a 收 敏 , 则 


lm De Da ©® 


n=—0 


类 仪 地 , 若 > (一 1)"a, 收敛 , 则 
lim > oe" 一 pe 


(D+ 


证 明 考察 宕 级 数 > ovz", 依 题 设 易 知 它 在 [0,1] 上 一 臻 
304 ”收敛 .从 而 其 和 函数 在 z==1 处 左 连续 , 即 得 所 证 . 
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后 一 结论 只 需 作 替换 y= 一 z 即 可 . 
推论 11.6 设 寡 级 数 > avz" 的 收 全 半径 为 R:0<<R< 
十 oo 车 aR" 收敛 , 则 


lim :> aa” 一 -> aR". 
证 明 只 需 作 蔡 换 一 Ry, 即 可 化 妇 为 上 述 推论 . 


例 1 设 > ， > 是 两 个 收敛 级 数 , 级 数 > 为 其 
Cauchy 乘积 . 若 > cn 收敛 , 则 
9 


n=0 n=0 


湾 烛 I0IK81 ,洗浴 草山 | 十 小 


证 明 由 题 设 知 ,级 数 2 or ， Bor 在 z= 二 1 处 收 
敛 ， 当然 在 (一 1， 1) 上 绝对 收敛 ， 从 而 有 


再 根据 Abel 连续 性 定理 ,可 知 存在 极限 等 式 
tn 


一 


定理 11.4( 逐 项 微分 ) 设 村 级 数 四 的 收敛 半径 为 尺 >0 
(或 R= 十 吕 ), 则 其 和 函数 f(zr) 在 (一 R,R) 上 连续 可 微 , 且 有 


oo 


7 3 cz"| 一 3 (az") = > nanx” ' ,TE(—R,R). 
由 


二 


又 震级 数 国 的 收敛 半径 仍 为 玉 . 
证 明 易 知 由 导 函 数组 成 的 芋 级 数 四 的 收敛 半径 为 


limV lna,| =IHmviao| =/,R= 了 ， 
故 @ 在 zE [一 r,r] (r 志 R) 上 一 致 收敛 . 从 而 根据 函数 项 级 数 305 


活 站 IO0IAeI , 湾 洽 梨 必 | 十 小 
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逐 项 微分 定理 ,可 知 @ 式 成 立 . 
推论 11.7 具有 收敛 半径 R>0( 或 R= 十 2) 的 宥 级 数 @ 
的 和 函数 在 (一 R,R) 上 是 任意 次 可 微 的 , 且 可 逐 项 微分 ,其 任意 
次 逐 项 微分 后 形成 的 新 级 数 收敛 半径 不 变 . 
例 2 在 (一 1， D 上 有 n= zy 
证 明 由 等 式 闻 一 [二 (1z|<1) 可 知 ,对 (一 1,1) 中 
的 xz 可 进行 逐 项 微分 ,我 们 有 
De” -1= 一 人 一 CE 
从 而 可 得 
> nr- yr [zl<1l. 
例 3 求 数值 级 数 了 Cp 下 之 和 ， 


解 (1) 视 该 级 数 为 赛 级 数 S(z) = 了 in 在 zx 
一 1 处 之 和 的 两 倍 . 从 而 问题 化 为 求 S(z). 易 知 此 等 级 数 的 收 
北城 为 [ 一 1,1]. 我 们 有 ( 逐 项 求 导 ) 


$0- > FT zm ,|x|<1); 


S'(z)= 3 (—1)"z”,(|z|<1). 
由 S'(z) 一 了 于吉 可 知 
S’(zx)=arctanz, (S'(0)=0); 


S(z) Te , (S(0)=0). 


(2) 我 人 有 > :后 了 =2S(1)= In2. 
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定理 11. 5( 逐 项 积分 ) ” 设 舌 级 数 四 的 收敛 半径 是 尺 >0 
(或 R= 十 吕 ), 则 对 任意 的 XE (一 尽 ,R), 其 和 函数 拨 z) 在 
[0,zx] 上 可 积 , 且 有 


[ 3 ant” d= 3 cd > © 
即 在 收 剑 区 域内 可 逐 项 积分 . 此 外 , 右 端 ( 逐 项 积分 后 ) 的 短 级 数 
之 收敛 半径 仍 为 R. 


证 明 ”因为 寡 级 数 包 有 内 闭 一 致 收敛 性 ,再 注意 到 函数 项 
级 数 的 逐 项 积分 定理 ,可 知 式 @ 成 立 , 至 于 收敛 半径 ,只 需 看 等 


lim/ = lim Vias1 即 可 . 
推论 11.8 和 莽 级 数 @ 四 在 收敛 区 域内 可 进行 逐 项 积分 任意 
多 次 ,其 逐 项 积分 后 形成 的 才 级 数 收 敛 半径 不 变 . 


例 4 pe zx) (—1<zx<1). 


证 明 易 知 级 数 的 收 伍 域 为 [一 1， 1). 从 而 对 一 1 委 z 必 1， 
我 们 有 


DE Da De 


nn 二 1 


=| ; d= —In(1~—z). 
1 1 1 
例 5 来 级 数 > 《 5 等 让 =1 一 二 十 于 一 机 十 … 的 和 


解 (GD 考察 级 数 $(z) 一 导入 1 x+: , 易 知 此 级 数 在 
Zz 二 1 处 收敛 ,从 而 有 
sD)- 盖 竺 此 ~ Be D)"| xdz 


n=0 


nn ! dz 
=[ (Be j= o 1 
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1 


= 工 |m — ltx Vsarctan 2z 一 | 
3 1—z+x’ 3 


0 


= 到 (in2+ 局 ) 


例 6 求 午 级 数 S(z) 一 > (一 1)" 3 在 其 收敛 域 上 的 
和 . 

解 (1) 易 知 当 |z|<1 时 ,该 级 数 收敛 ; 当 |z|>1 时, 它 是 
发 散 的 . 此 外 ,该 级 数 在 = 一 1 时 收敛 ,z= 一 1 时 发 散 . 从 而 此 级 
数 求 和 在 zxE (一 1,1] 上 讨论 . 

(2) 显然 SCO) 一 1 

(3) 对 0<z<l 令 se 

Ce 总 Ce 


_l1 ~ _ 1 Ya 2nm = 二 | dz _ arctant 
-4 (> 1)"z j= 一 


_ arctan Vx 
由 此 知 SD ， 
(4) S(1)= lim S(z) 一 下 . 


(5) 对 一 1 过 x 过 0, 令 z 一 一 卢 , 则 


?9 2n t 
S(—£)= > 2 = 二 2 [ ZX"dx 


_1fr dr _1, 1 十 上 
-| 1l—x: 2t In 1 一 旋 
1 十 V|z| 

zr 
S(z) 一 ] 
由 此 知 S(z) 一 In a 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 ， 
308 1. 求 下 列 级 数 之 和 : 
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2. 设 总 " 的 收敛 半 径 及 之 0, 且 D> aR 收敛 . (1) 试 


1 过】 


问 > zanxzr 在 z 一 丸 处 收敛 吗 ? (2) 试问 DD nl 一 在 =R 
处 收 伍 四 ? 
3. 设 S(z) 一 到 oz 的 收 策 半 径 只 >0. 试 证 明 


下 S(z)dz= > 四 
(2) 若 wavR'' 收 俩 , 则 
S’'(R)= > nasR"™-!. 
4. 设 S(z)== > 所 (0<z<1), 试 证 明 S(z) 十 S(1 一 zx) 一 
| 一 ln(1 一 
人 


区 jinx In(1 一 x). | 提示 :S'(z)= Z) Ss(z)+S(1—z) 


6 
二 一 Jnz*， ln(1 一 x) 十 C, 注 意 lnz: ln(1 一 xX) 一 0(zx>0 十 ) 
5. 设 a 之 0 (nm 一 1,2,…), 且 存在 极限 


Ji 之 az 一 S (R>0), 


试 证 明 》、aR* = S [提示 :只 需 指出 3 aR" 收敛 ,注意 ，， 


湾 粹 JOIKBL , 湾 济 担 册 | 十 游 
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> aR 递增 有 界 】 


0 


S84 通 数 的 窟 级 数 展 式 Taylor 级 数 
鉴于 圭 级 数 在 收敛 区 域内 的 只 好 性 质 及 其 运算 的 简明 性 ， 
使 人 们 期 望 用 医 级 数 来 表达 一 个 函数 , 即 给 定 一 个 函数 ,寻求 一 
个 等 级 数 ,使 其 成 为 该 寡 级 数 的 和 函数 . 
定义 11.2 一 个 函数 可 以 在 关于 点 z==z。 作 突 级 数 展开 ， 
是 指 存在 RR>0, 以 及 关于 矫 (x 一 x0)"(n 一 0,1,2,…) 的 宪 级 数 ， 
使 得 在 (xo 一 尺 ,zo 十 R) 上 ,7(z) 是 此 大 级 数 的 和 函数 , 即 


f(z)= 2 a(Xx—7z0)", TE(xo—R,zotR). 中 


姓 | 十 洲 


洋 洪 J0[A8L , 汶 洽 潭 


n=0 


此 时 ,也 称 f(z) 在 z=zo 处 ( 实 ) 解 析 . 特别 当 zx, 一 0 时 , 称 f(z) 
在 零点 解析 . 


4.1 函数 的 Taylor 级 数 的 概念 


首先 ,让 我 们 考察 一 下 , 当 f(z) 在 z=0 处 解析 时 所 必须 满 
足 的 条 件 , 此 时 ,因为 存在 R>0, 使 得 


f(z)= SY arr", Iz|<R, 
所 以 令 z 一 0, 可 直接 得 出 /(0) 一 am. 因为 对 xE (一 R,R) 可 
进行 逐 项 微分 ,所 以 有 
f(x)= 2 nasx"! OD 


以 z=0 代入 , 则 得 
f (0)=a sa1 =f (0). 


oo 


再 对 式 作 逐 项 微分 ,可 知 六 (x)= >， 7(7 一 1])asz” 一 . 
310 ”从 而 又 有 
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f(0)=(2Da, we= 妃 2 
依 此 进行 下 去 ,在 式 
fF)= Dan nht Dan" 
中 , 令 z=0, 我 们 有 
1 (0)=D)a, m= Ap, 


再 依 此 进行 下 去 ,…… 
因此 ,一 般 而 言 , 当 f(z) 在 zo 处 解析 时 ,定义 11.2 中 式 @ 
实际 上 就 是 


joc, 
f(2)= 3 (a). @ 


定义 11.3 设 f(z) 在 xz=zx。o 处 任意 次 可 导 , 则 称 (形式 地 ) 
式 @ 右 端 为 f(x) 在 z= 二 zo 处 的 Tayler 级 数 ; 当 zo 二 0 时 , 式 回 
也 称 为 Maclaurin 级 数 ; 当 f(x) 在 z= zx。 处 解析 时 , 式 @@ 称 为 
f(z) 在 ze 处 的 Tayior 展 式 ， 
本 节 的 目的 是 寻求 各 种 函数 的 Taylor 级 数 展 式 . 然而 下 例 
指出 , 仅 具 有 所 有 阶 导 数 ,函数 不 一 定 是 解析 的 ， 
例 在 (一 co,co) 上 考察 任意 次 可 微 的 函数 
e- 二， ZX0， 
1/9- 全 ZX 二 0, 
当 zx 天 0 时 ,此 函数 具有 任意 次 导数 , 且 易 知 


f(z) = ,f(z)=—Jre + 访 e-. 
一 般 来 说 ,我 们 有 
f(z)=P, (=)e 3 (天 0)， 


其 中 ， P, 人 (二 ) 是 关于 二 的 某 个 多 项 式 (注意 ,这 里 的 ”不 是 该 多 ;1 


淡 炊 JOIK8L ,六 燃 测 ”二 | 十 特 
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项 式 的 最 高 次 短 ,f" (z) 是 形 如 坊 e- 记 的 线性 组 合 ) 
用 变量 替换 :一 总 ,并 应 用 L'Hapital 法 则 , 易 得 


由 此 可 知 

lim fo(z)=limP。( 二 )e- 支 一 0 (n=0,1,2,.). 

因为 f(x) 在 x=0 处 连续 ,所 以 有 (0) 二 0. 类 似 地 逐次 可 
推 得 Am (0) 一 0 (n= 二 2,3,…). 

这 样 ,f(z) 在 x==0 处 的 Taylor 级 数 的 系数 全 为 0. 自然， 
此 Taylor 级 数 在 (一 ceo,ce) 上 收敛 , 且 其 和 为 零 函 数 . 但 是 ， 
f(z) 只 在 x=0 处 为 零 值 ,这 说 明 此 f(x) 在 x=0 处 不 是 解析 
的 ， 

思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 

1. 设 F(z),g(z) 箔 在 zx 一 0 处 解析 , 试 证 明 f(x) 十 g(xz) 以 
及 f(z)g(z) 也 在 * 一 0 处 解析 . 

2， 试 证 明 多 项 式 

六 (zh) 一 aoz" 十 Qizo 十 … 十 aa 1 工 十 an 

在 x=0 处 解析 ,也 在 任意 的 x。€ (一 cc ,co ) 处 解析 ， 

3. 若 广 (zx) 在 点 + 二 xo 处 解析 . 试 证 明了 (xz) 也 在 x=x。 处 
解析 . 

4. 设 f(z) 在 z=0 处 解析 , 且 f(0)==0, 了 (0)=0. 求 
F"(0), 其 中 


活 站 J0IKB8L ,图 涵 半 好 | 十 团 


r 


f(z) 。 
ro-| ，z 天 0， 
0， 一 0. 
4.2 ”判定 函数 的 Taylor 级 数 展 式 的 方法 
312 (一 ) 余 项 估算 法 
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设 F(z) 在 z=zo 处 任意 次 可 导 , 记 
RAD=f(0)— 3 Er),(nEN’). 
易 知 为 获得 f(z) 在 z 处 的 Tayior 展 式 , 只 需 指 出 对 
ZXEU(zo), 有 Ri(z)>0(n—>o00). 
为 使 尺 ,(z) 一 0(2 一 co) ,自然 回忆 起 余 项 R,(x) 的 各 种 表 
达 式 (第 (3)、(4) 种 见 第 七 章 注 记 (五 )): 
(1) R(x) 二 0((X 一 x0)") (x 一 xo);(Peano 余 项 ) 
Fo+D(zo 十 0(z 一 zo)) 
(2) R(x)= (ant)! 
余 项 ) 
(3) R.(z)= 吉 | (x 一 "f+? (4)d;( 积 分 式 余 项 ) 


orD(zo 十 9 一 zo ) ) 
nl! 


(zx— zx)"t!;(Lagrange 


(4) R, (x)= (1—0" (zr— zo)"™; 


(Cauchy 余 项 ) 

Peano 余 项 (1) 只 告诉 我 们 一 种 态势 ,不 利于 具体 估算 , 其 
余 三 种 余 项 形式 ,下 面 将 看 到 它们 的 应 用 . 

例 1 在 (一 1,1] 上 In(1 十 z) 有 Taylor 展 式 (zxo=0): 


In(1 十 z) 一 z 一 到 十 写 十 … 十 (一 Dr 于 十 … O 
证 明 (1) 因为 有 (f(x)=ln(1 十 zx)) 
na 十 1 Ta nl! 
大 (zx)=( 1) (1 二 zx)"t!? 
所 以 其 Taylor 公式 中 的 Lagrange 余 项 为 


R,(x)=(—1)” 0<0<1. 


rr! 
Crt DD (IT) 
从 而 在 0 过 x<<1 时 ;有 0<T 寺 现 壹 1, 由 此 可 得 | R, (zx)|< 
] ~. 
limR, (x)=0. 
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(2) 在 一 1<z<0 时 ,将 余 项 写成 Cauchy 形式 : 


R.(x)=(—1)" ee", 


一 0 1—0 1 1 
此 时 有 0< 和 = 计生 TT 


因此 可 得 
IR.CDI<| 直 这 


这 说 明 


TFT < 


1 十 Or 汪 [1 二 


limR, (zx)=0, —1<zx<0. 


当 1z| >1 时 , 式 @ 是 发 散 的 . 

从 上 述 举 例 中 已 经 看 到 ,在 运用 中 值 型 余 项 的 估计 时 ,困难 
往往 发 生 在 中 值 点 =x。 十 0(zx 一 zo) 的 不 明确 性 上 . 因此 从 估 
计 其 = 阶 导 函 数 在 ze。 的 邻 域 上 的 上 界 入 手 ,是 自然 的 作法 ,这 
就 有 了 下 述 结果 : 

定理 11.6 设 R:0 达 R< 二 oo,fEC™ (zo mR,zo 
尺 )). 若 存 在 M>0, 使 得 对 一 切 zxE (zo 一 R,zxo 十 R), 有 

[JP zr) EM (n=1,2,""). ©@ 
则 得 


HaD= DT Eo) ,ze (Ah -RntR). © 


证 阴 由 条 件 @ 知 ， 对 XE (zo—R, xzo 十 尺 ) 有 
Eee /0 (07) | < MR 


0 (nco). 


即 得 所 证 . 

注意 ,车 FE CY (( 一 ce,coe)), 且 条 件 四 对 一 切 zE (一 
co) 皆 成 立 , 则 式 图 对 一 切 xzE (一 so ,co) 成 立 

例 2 cosz、sinz 在 (一 co ,ce) 上 有 Maclaurin 展 式 


Xx: rt x” 
(1) cost=1—31+rt "+(—1) Gt; 
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x’ zi zx"t! 
于 十 可 一 全 二 (一 1” eat 


证 明 以 (1) 为 例 , 设 F(z)=cosz, 则 对 zE( 一 co,co) 有 


(2) Sinz 一 并 


十 …. 


17 (zx)|= 


cos (z+n 郊 ) | 


从 而 取 M 一 1, 由 定理 11.6 即 得 所 证 . 
例 3 在 (一 co,co) 上 有 er 一 1 十 z 十 困 十 … 十 于 十 …， 


证 明 人 也/(z) 二 e”, 则 对 XE( 一 oo0 ,oo0), 可 取 ->>0, 使 得 > 

E€E( 一 r,7). 由 此 可 知 
[f(x)|=e’&e ,rE(—r,7) ,n=1,2,.…. 

从 而 取 M=e8’ ,由 定理 11, 6 即 得 所 证 ， 

(二 ) 微分 积分 法 

在 (一 ) 中 大 家 看 到 ,为 了 获得 函数 的 Taylor 展 式 , 须 求 出 
其 阶 导 数 的 表达 式 , 这 有 时 将 导致 复杂 的 操作 ,下 面 我 们 将 要 
介绍 的 另 一 种 方法 ,是 建立 在 唯一 性 结论 基础 上 的 . 

定理 11.7 若 对 一 切 zE (zxo 一 r,zo 十 r) ,(r>0) ,有 


So(z 一 mh)=0， 
n=0 


则 Cn 一 0 (n=0,1,2,.…). 
证 明 令 


f(x)= >，an(z 一 zo)nzE(zo 一 rz 十 r)， 


则 由 题 设 知 ,对 一 切 xE (zo 一 r,zxo 十 7) ,了 (x) 二 0. 因此 有 
f° (z) 一 0,zE(zo 一 rzo 十 r) ,n=1,2,.. 
男 一 方面 ,由 于 该 短 级 数 的 收敛 半径 R>0, f(x) 在 (zo 一 
R,zo 十 R) 上 是 该 大 级 数 的 和 涌 数 , 故 可 知 


f(r) no0,1,2...). 


ni! 


即 得 所 证 . 
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推论 11. 9( 唯 一 性 ) 车 存在 ~>0, 使 得 收敛 震级 数 满足 


oo 


了 ) as(z 一 z)" 一 2 br—z0)" ,rE (zo—r, ror). 
n=0 


n= 二 0 


则 a, 一 六 (n==0,1,2,.…). 

证 政 . 

这 一 推论 称 为 震级 数 的 恒 等 定 理 或 唯一 性 定理 , 据 此 ,可 以 
通过 任意 展开 短 级 数 的 方式 来 确定 Taylor 级 数 展 式 . 现 以 x 
一 0 举例 如 下 : 

例 4 在 [一 1,1] 上 有 

arctanz 一 zx 一 瑟 十 王 一 … 十 (一 D)" + 

证 明 因为 在 (一 1,1) 上 ,有 

(arctanz) =—T 二 一 1 一 之 十 帮 一 …… 十 (一 Drzm 十 ……， 
所 以 对 |z| 过 1 作 逐 项 积分 可 得 


I I dt 
arctanz -=| (arctant) “dt -| 
0 0 


1+z? 


= | a ast +t) edet.- 
0 0 0 


一 
一 z 一 亏 十 车 十 (一 D" 玉 下 十 入 


例 5 在 (一 1,1) 上 有 二 项 式 Taylor 级 数 展 式 


oo 


(tx) = 2) ( jz"，eE( 一 cco)， © 


n=0 


(6)=1,(°)=<— ea (n=1,2,..). 


0 n n! 


证 明 不 妨 假定 a 关 0,1,2,…. 因为 有 


bf) 
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f(z)= 2 (jz zE( 一 1,1). 
注意 到 在 (一 1,1) 上 能 逐 项 求 导 , 故 得 
(toF (2)=(1+z) > na 人 (jz 


=-(0)+ Bt ern Fi) 
=(?)+ > a(® )z"=af(z), rE€E(—1,1). 


由 此 可 知 ,在 zx€E( 一 1,1) 上 (1 十 z) 了 一 a f(x), 在 两 端 乘 以 (1 
十 T)-“ ,我 们 有 
(1 十 z) f(x)=a(l+z) "f(x), TE(—1,1). 
从 而 导出 
[(1+zx) f(z)] =0, x€(—1,1). 
这 说 明 存 在 常数 C, 使 得 
(1+zx)™f(z)=C, xE(—1,1). 
而 由 f(0)==1 知 C=1. 最 后 得 到 
f(x)=(1+7zx), TE(—1,1). 
即 得 所 证 . 
对 于 z 一 一 1, 则 当 ae>>0 时 国 收 剑 ,es<1 时 国 发 散 : 对 于 z 
二 1, 则 当 a 过 一 1 时 国 发 散 ,e 盖 一 1 时 国 收敛 . ( 见 本 章 注 记 
( 八 )) 


例 6 用-!+ > Ce i zr"(—1<zx<1). 
证 明 ”这 是 二 项 式 型 函数 ， a= 一 广 , 则 


[ea 


(= (下 (一 


317 


水 类 0IA8L ,海风 朝山 | 十 沁 


数学 分 析 ( 第 二 有 册 ) 


_ (一 Dr"1.3…(2n 一 1) ， ，、，(2n 一 1)11 
一 Znl 71)" a 


即 得 所 证 . 
例 7 求 函数 A(x) 二 arcsinz 的 Maclaurin 展 式 . 


解 ”注意 到 (arcsinz) = 


1 
Viz 


bid 一 1 
0) ,< 
一 父 n=1 机 


因此 可 得 


《22 一 1)11 rt 
+ ont zr1’ I7I<l. 


二 
arcsinzx -| 去 


。 有 A- 
(三 ) 其 他 展 式 判 定 法 举例 


3z 十 8 _ 
例 8 几 z) 一 [2 二 CE 王 和 在 Z 一 0 处 的 Taylor 展 式 . 


解 首先 ,分 解 /(z) 为 


游 济 JoMeL , 活 咎 萌 ” 册 | 十 中 


2 并 
fT) zt 
其 次 ,再 写成 标准 (( 二 ) 中 所 举 格式 ) 形 式 


2 2n+1 (—1)"+! 2 2n+2 ztl 
(=--2(3) 四 让 一 (人 
例 9 f(x) 二 ln(4 十 3zx 一 x) 在 z==0 处 的 Taylor 展 式 . 

318 解 ”把 F(z) 分 解 为 标准 式 


f(z)=In(4—z) (z+1)=In4 (1 于)(1+z) 
=In4 二 In(1 一 子 )+In(1+z). 
从 而 可 得 
f(x)=In4— > 2 十 > 生 二 一 过 


一 In4 十 > (D4 "lz ,rE(—1,1]. 


例 10 f(z)=sinx 在 z=0 处 的 Taylor 展 式 . 
解 将 f(r) 写成 
1 1 十 cos4 工 
8 


2 
f(z)= (一 Sa ) 一 邢 一 喜 cos2z 十 


_3_1 1 
= cos27Z 十 8 cos4z， 


从 而 有 (一 c2<z<<co) 


-313 GL 1)"4" 
例 11 ee 
zo |). 
证 明 只 需 注意 
1 1 1 1 


Jz Ir (rxo) lrol—(z—zr)(l—ro) 7 


! 1+ 入 再 +( 生 加) + 


一 1 一 mm lx, \1—x, 
4, 3 应 用 举例 


例 1 求 积分 值 [一 
解 ” 应 用 Taylor 展 式 


| nt) 
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2 _ nm 一 1 nl 
PHD pk 7 并 ,zxE(—1,1], 
可 得 
n—1 Xx" 1 


再 注意 到 


_ yD 
dr > 一 


我 们 有 (参见 有 关 Fourier 级 数 的 内 容 )T 一 瑟 1 


例 2 设 f(z) 二 和 与, 求 19(0) (n=1,2,…) 


解 将 F(z) 改 写 为 (|z|l<1) 
2 2 
jz) 一 1 一 T 于 2 十 天 一 1 十 (2 27)] 二 3 


由 展 式 (|zx|<<1) 
(1—z)-1=1+z 十 x’ 十 …， 


可 知 (|z| 到 1) 
F(z) 一 1 十 (2z2 一 2z)(1 十 zs 十 到 十 …) 


一 1 一 27z 十 2z2 一 2z24 十 2z5 一 2z7 十 2z8 十 …， 


从 而 我 们 有 (ro= > oz"] 


—2, n=3k—2 

< 1 一 3K 一 1,(R 一 1,2,…) ao 一 1. 
0 ， n= 二 3 

再 由 公式 产 (0)=xl4 a 即 得 所 求 . 


~ » 2n—l/xN” x 
例 3 poke CT -1 
证 明 注意 到 


cosz 一 1 ,in x! 


我 们 有 (zz0) 
Dy 2n 
以 z= 也 代入 即 得 所 证 . 
例 4 确定 A 的 取 值 ,使 得 
(ete Se (一 <z<eo) 
解 (1) 车 上 述 不 等 式 成 立 , 则 有 


0 < te > 2 一 > 
2 2n bi ， 1 Xx” 
= (二 六 一 坟 ) 和 
两 端 除 以 x ,再 令 z=0, 可 得 4 之 二 ， 


4 

1 cosz—1 . 

2 一 (2 ) 一 1 一 cosz 一 zsinz。 
工 


(2) 若 4 之 去, 则 有 


到 (er 十 e-) 一 ps Fe Se . 
如一 个 n=0 " 
例 5 设 [一 的 Maclaurin 级 数 为 > az"， 则 
n=0 
> St 收敛 
n=0 Cn Cn 十 2 


证 明 由 题 设 知 (1 一 x 一 世 ) 之 or" 一 1, 即 
3 Cs” 一 > QnT"t 一 >， anx"t’? 一 


n=0 


由 此 知 ao 一 Q1 一 1,an+l 一 Ga+3 一 一 an(n 一 0,1,2,…). 从 而 可 得 
al m/l 1 1_ 1 
之 Qt 。 一 之 (a ) ? antz” 


k=0 Ck 十 2 0 drt+2 Untl 
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由 an+z 一 an 十 an+l 知 a 之 n, 故 该 级 数 收 敛 且 其 和 为 2. 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 求 下 列 函 数 f(z) 在 x 一 0 处 的 Taylor 级 数 展 式 的 收敛 
半径 : 
__ 1 -~ 1 
(GD) F(z)= 元 二 二 (4 天 0).(2) 7(z) 一 区 [3 二 于 


2. 求 下 列 函数 f(z) 在 < 一 0 处 的 Taylor 级 数 展 式 : 
(1) f(z)=In(1+z++z’ tz ). 


(2) f(z)=In(z+VITZ). [提示 := GT 

3. 求 下 列 函 数 f(z) 在 x 二 1 处 的 Taylor 级 数 展 式 : 

(1) f(z)=In (TH) (nz=In[l+(z—1)],In(1+z)= 
In[2+(z—1)]). 

(2) AD = 去 (fo)=- 一 代 ) 

4， 试 证 明 下 列 等 式 : 

(1) > Ce sm (+2r)er. 


一 1 
2) > i (名 示 ; :注意 2 


_1 2 (一 1)*zr-: 1 % (—1)"zr"+? 
3 之 n—1 37? 之 n 十 2 ) 


5， 试 求 下 列 积分 ; 
GD) | nz ,ln(1+x)dz. ( 先 分 部 积分 ) 


sint (—1)"zx*+! 
2) | sd (2 > 机 | TD) 


n=0 


6. 设 fe CC(( 一 co,co)), 且 存在 M>0, 使 得 
| Fokz)| 委 M,zE (一 cooo) (n=0,1,2,"). 


322 车 有 下 ( 广 )=0 (n 一 1,2,…), 试 证 明 7z) 一 0 
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7. 设 f(z) 在 z= 二 0 处 解析 . 若 g(z)= f(z’), 试 证 明 


(2n) 四 


8. 设 a=e,as 一 yams 一 (1 一 二 ja 十 (二 a(n 二 1,2， 
i) 则 asa apB)(e!—1). [提示 :注意 as 一 1 = 


_ Cn+1l 一 Cn 
n 


SS 多 项 式 过 近 连 续 孙 数 


滋 浴 10IA8L , 洋 浴 抽 超 | 十 洲 


从 部 分 和 角度 看 函数 (x) 的 Taylor 级 数 展 式 ,就 是 一 个 
关于 工 的 代数 多 项 式 在 级 数 的 收敛 域 上 趋 近 于 jz) 的 问题 . 即 
记 


四 
P.(z) 一 > 万， 


我 们 有 
|f(z)—P,(r)|<e, nN, 

而 且 在 收敛 域 的 内 闭 区 间 上 ,上述 不 等 式 对 z 一 致 成 立 . 这 就 
是 说 ,在 闭 区 闻 上 , Taylor 多 项 式 可 一 致 通 近 于 f(x). 不 过 ,此 
时 要 求 A(z) 必 须 是 任意 次 可 微 的 ， 

但 是 ,如 果 仅 从 多 项 式 一 致 逼近 于 一 个 函数 的 观点 看 ,那么 
只 需要 f(x) 在 闭 区 间 上 连续 即 可 . 这 一 著名 结果 属于 Weierstrass 
(当时 是 一 名 中 学 教师 ) ,对 于 研究 连续 函数 性 质 有 重大 意义 ， 

引 理 11.2( 辅助 恒 等 式 ) 


ODD) DD (Es)s 0 =o; 


oT 
证 明 (1) 可 由 Newton 二 项 式 定理 1" 二 (x 十 (1 一 x))" 直接 得 出 . 323 


湾 潍 JOIK8L , 洋 深 担 博 | 十 小 
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(2) 注意 到 h>1 时 有 k(”)==n ("1 ) ,可 知 


C0) 


n=0 k=1 


一 之 3 (7 ri 


由 此 即 得 所 证 ， 
(3) 类 似 于 (2) ,我 们 有 


> (PCk— Ddl—z)" 
办 一 1 

=nz >) ("iz z) nD. 
再 根据 (1) 与 (2) 可 得 


EOE 


> (TEC&— Dall—a)" + > (eo) 


1 是 一 个 


一 27 > (?) Es-z)" tt 


k=0 


-4 
ne 


2 Dt rr 
nn n n 


定义 11.4 设 f(7) 在 [0,1] 上 定义 , 称 多 项 式 
B.(f,7)= > 7(E) (人 天 Ga 1) 
为 的 n 阶 BepamTeiin 多 项 式 . 
例 1 f(z) 二 x?, 则 其 Bepuurtein 多 项 式 为 
B.(f,7)= > (人 (二 ) ss) 
=E(1—rtnr) 
定理 11.8( Weierstrass) 设 FecC([a,o), 则 对 任 给 的 e> 


0 ,存在 多 项 式 P(z) ,使 得 
[f(z)—P(z)|<e, xz€E [ab] 中 
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证 明 (1) 只 需 考察 [a,6]==[0,1] 的 情形 ,这 是 因为 若 式 
(1) 对 定义 在 [0,1] 上 的 连续 函数 成 立 , 则 对 fE C([a,5]) ,注意 
到 f(atz(b 一 a)) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 ,就 有 多 项 式 P(z) ,使 
得 


{flatt(b—a))—P() |<e, 1€E [0,1]. 
由 此 经 变量 替换 可 知 


1 -P(E 


<e, rE[a,b]. 


这 里 的 P( 关 < ) 是 x 的 多 项 式 ,所 以 定理 对 fE C([a,b]) 成 立 , 
(2) 现在 设 /EC([0,1]), 作 多 项 式 
Bf.7)= > (P(E) 0). 
由 于 f(z) 在 [0,1] 上 一 至 连续, 故 对 任 给 。>0, 存 在 9>0, 使 得 
当 工 ,xE[0,1] ,1x 一 |<8 时 ,有 


f(x) 一 f(z )|<， 


浒 党 IOIK8L , 湾 迷 制 协 [ 十 洲 


记 ps(z2) 一 (7)z*(1 一 x)"(n 这 1) ,由 引 理 11.2 之 (1) 及 
(3),M 二 max|| f(z)1:0<<r 人 11 ,我 们 有 
| f(z)—B.(f,7)|= be > 加) 一 BC) 
< k 
-| (fr(E))oa)| 
< w(t) 
> 


| 一 | <* 
nn 


+ 2 


| 于 | > 


pr (I) 


f(z)—f(E) peal) 


f(z)—f (EF) prs) 
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< 三 六 pulz)t2M BD) prsl7) 


上 | < 


< 和 w+ 说 立 f 一 二) poalz) 


下 2 DS + 
n 


一 上 
2 


取 六 ,使 得 z 之 和 时 ,有 255< 革 . 从 而 当 n 宇 N 时 有 


|f(zx)—B,(f,7z)|<e,rx€EL0,1]. 

上 述 允 近 定 理 的 证 明 是 Beparrreia 在 1912 年 给 出 的 (从 
概率 思想 中 引发 ) ,其 优点 是 初等 的 且 属 于 构造 性 证 明 , 但 上 述 
结果 对 无 穷 区 间 不 一 定 成 立 . 如 对 [1,o2) 上 的 f(x)=e-* ,只 需 
注意 F(z) 一 0(z 一 十 co), 而 任 一 非常 数 多 项 式 P.(z), 总 有 
| P,(z)j- 十 ce(z 一 十 ce). 实际 上 ,我 们 还 有 下 述 结论 

定理 11.9 若 多 项 式 列 |P,(xz) 在 (一 00,oo) 上 一 致 收 钱 
于 f(x), 则 f(z) 必 为 多 项 式 . 

证 明 ” 依 题 设 ,存在 no ,使 得 

|P.(z)—P,(z)|<1 (n,m2n;— AI), 
这 说 明 P, (x) 一 P(xz) 是 一 个 常数 ,不 妨 设 
P.(z)=P, (x)+an (n> ) 
且 不 妨 就 假定 a,>a (n>o0). 从 而 知 Az) 王 Po(z) 十 a. 
对 于 开 区 间 上 的 f(x) 而 言 ,这 种 多 项 式 列 一 致 副 近 相 当 于 


f(z) 的 一 至 连续 性 ,请 看 下 述 定理 ; 


定理 11.10 设 fEC((0,1)), 则 f(x) 在 (0,1) 上 可 用 多 项 
式 列 一 致 逼近 当 且 仅 当 jz) 可 连续 延 拓 到 [0,1] 上 ， 

证 明 ”充分 性 显然 .对 于 必要 性 ,只 需 指 出 作 z) 在 (0,1) 上 
一 致 连续 ， 

为 此 ,对 任 给 s>0, 取 多 项 式 PP(z) 使 得 | F(z) 一 P(z)|<e 
(0<z<1). 因 为 P(z) 在 (0,1) 上 一 致 连续 ,所 以 存在 6 二 0, 使 
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[P(xz)—P(x)|<e, (0<7x’ ,x <1, lz —zx|<6). 
由 上 可 知 , 当 z ,xE€(0,1) 且 |zx 一 x | 过 8 时 ,有 
[f(z )—f(r) RIF )— P(r )| 
+|P(z)—P(x)|+| P(x)— f(x )|<3e. 
例 2 设 fEC([a,5b]). 若 有 
jx f(z)dz=0,(n=0,1,2,.…), 
则 f(x) 夺 0. 
证 明 由 题 设 易 知 ,对 任 一 多 项 式 Q(z), 有 | Q(z)f(z)dz 


二 0, 又 根据 Weierstrass 巡 近 定理 可 知 ,对 任 给 e 之 0, 存 在 多 项 
式 P(z) ,使 得 
[f(x)—P(z)|<e, rELa,b]. 
从 而 有 


[rz)dz=| Podz-| f(z) P(r)dr 
=| [F(z) -f(x)P(a) dz 
<| Ia) 62) -Pa) dr<e] (zldz 


由 e 的 任意 性 ,可 知 | f*(z)dz 一 0. 由 此 即 得 ”7(z) 一 0,zE 
[a,6}. 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 

1 设 fEC([ 一 1,1]). 

(1) 者 | zf(z)dz 一 0 (n=0,1,2,…), 则 f(z) 是 [一 1 
1] 上 的 奇 函 数 ， 

(2) 车 | zr f(z) dz 一 0 (n 一 0,1,2,…), 则 f(z) 是 

2. 设 JEC([a,6]),m 是 固定 正 整数 , 若 有 327 
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| > f(x)dzx=0 (2 一 mo yzo 十 1,…)， 


则 A(z)=0,zE[a,0]. 

3, (1) 设 fEC([l,c)), 且 Fz) 一 A(z 一 十 c), 则 对 任 

给 e>0 ,存在 多 项 多 式 PP, 使 得 
a) -P(t)|<e, ZE[l,co)i 

(2) 设 FEC([0o,co)), 且 Hz) 一 4A(z 一 十 co), 则 对 任 给 e 

>0, 存 在 多 项 多 式 P, 使 得 
[f(zx)— P(e *)|<e, x€E (0,co). 

4. 设 F(z) 定 义 在 [a,p] 上 , 若 对 任 给 *>0, 存 在 多 项 式 

P(z)= 一 P.(z) ,使 得 
1.F(z) 一 P(z)1<s，zE[a,o， 
则 feEC([a,6]). 

5, 设 f(z) 在 [a,b] 上 有 界 且 有 原 洱 数 ,g € C([a,5]), 则 
f(x)， g(x) 在 [a,6] 上 有 原水 数 . (提示 : 存在 多 项 式 列 
iP,(x)1 ,使 得 P, (xz) f(z) 在 [a,6] 上 一 致 收敛 到 g(x) 
f(z).) 

6. 设 7Fz) 在 [a, 引 上 有 界 且 有 原 函 数 ,g:[0,1]r>[a,5] 有 
连续 导数 且 g (z)>0, 则 Ffg(z)] 在 [0,I] 上 有 原 函 数 ， 
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(一 ) 求 与 桥 级 数 类 似 的 级 数 的 收敛 域 
利用 界 级 数 求 收敛 域 的 方法 ,还 可 对 求 类 似 的 级 数 的 收敛 域 有 所 助 
益 ， 


例 1 求 级 数 六 三 的 收 人 区域 


解 令 := 十, 易 知 等 级 数 也) +* 的 收 全 半径 为 R=2. 又 当 :一 2 
,8 时 ,该 级 数 发 艇 ;4 一 一 2 时 ,该 级 数 收 全 因此， 了 ) 2 的 收敛 区 域 为 
信友 
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1 


[一 2,2). 从 而 原 级 数 的 收敛 区 域 为 | >: 一 2< <? , 即 (一 co 一 去 和 


于 ,+co). 


命题 11.1 设 a,>0 (n==1,2,…), 且 > asZ" 在 z 一 1 处 发 散 . 若 鱼 


从 而 又 有 VS, 一 1(n->o0). 由 此 可 得 
丽 y5< 珊 ;人 -1 


-人 (一 o3. > ] > az" 的 收敛 半径 为 1 第 
nol 六 一 了 

证 明 ”由 题 设 可 知 (> 之 2) 章 

a 客 

S， Gn S, 级 

Bt ee) 

( 了 

所 

9 

级 

数 


另 一 方面 ,因为 > ' a, 发 艇 ,所 以 该 级 数 收 化 半径 又 必须 小 于 等 于 1 
[二 ) 关于 Abel 连续 性 定理 
1，Abel 定理 之 逆 一 般 并 不 成 立 . 即 对 收敛 宕 级 数 /(z) 一 3 osz"， 


ne0 


(一 R<zx<R), 昌 然 有 极限 lim f(z), 但 > ooR" 可 以 不 收敛 .例如 


f(z)= 守 = DDzr, -1l<zr<l. 


我 们 有 /(z) 一 十 (z 一 1 一 ), 但 了 (一 1)" 发 艇 . 

不 过 ,在 ja.| 满 足 更 多 性 质 时 ,该 定 理 之 道 是 成 立 的 . 

命题 11.2(Tauber) 设 有 f(x) 一 1 owz',( 一 1<z<1), 且 存在 极 
限 limza, 一 0. 若 存 在 lim f(x) 二 5, 则 一 


> an =S. 


n=0 


证 明令 0 一 了》 《lal, 易 知 60 (n 一 o0). 又 依 题 设 有 soo 


k=0 一 一 一 
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(1 一 士 ) 一 S(n 一 oo), 故 可 知 存在 NN, 当 nN 时 


1 E E E 
区 人 一 ) S| < 于 ,om< 生 ,nlanl< 太 . 


记 ,二 > a, 且 写 出 


天 一 0 
S$,—S=f(z)—S+ > ae(1 一 矿 ) 一 2) ar', 
k=0 = 


注意 到 对 每 个 上 以 及 rE(0,1), 有 
(1 一 zt)=(1 一 xz)(l 十 zx 二 … 十 x!) 寺 Rk(1 一 zz). 
因此 , 当 ”之 六 且 0<z<1l 时 ,我 们 有 


IS.—S|I&If(z)—SI+(1—zx) >) kla| + aa): 
二 = 


现在 取 上 式 中 的 zx 为 z, 一 1 一 ,立即 可 得 
€ € € 
13 5 本 十 可 二 可 一 


注 若 在 (一 1,1) 上 ,f(z) 一 >) ewz" 存 在 lim f(x) 二 5S, 则 称 这 ,ao 


n=0 


可 Abel 求 和 ,并 称 S 为 六 a 的 广义 Abel 和 . 


n= 


2. 窜 级 数 求 和 法 及 其 应 用 还 有 多 种 类 型 , 兹 再 举 若干 例如 下 : 
例 2 设 惫 级 数 > oz" 的 系数 满足 
an 十 Aa,_i1 十 Ba,_: 二 0 (n= 二 2,3,…). 
若 此 适 级 数 在 点 z 一 zo 处 收敛 , 则 


>) xn 十 (ai 十 4ao )zo 
"9 1+Azo++Bzxi; “ 


n=0 


证 明 ”因为 我 们 有 


四 四 
> ar 一 Go 十 alzo 十 > ax? 
为 一 2 


n=0 


一 ao 十 aizo 一 >， (4c。: + Ba, z )z3 
n=2 


oo co 
> ) 一 了 > 一 2 
一 ao 十 aizo 一 Aro Qn—1X0 1— Bzxs An—250 
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所 以 可 移 项 得 到 
(1+Azo+t Bx) > arzg 一 ao 十 (al 十 Aao ) zo. 


从 而 可 知 
> i 人 
例 3 求 虱 级 数 SCz) = + + 4 十 … 的 和 . 
解 关 抽 知 该 和 级 数 的 收 站 平生 为 1. 其 次 ,对 |zx| 二 1, 作 逐 项 微 
分 可 知 
S'(z)= 二 + 持 二 后 十 … 
从 而 对 zx 隆 0, 有 


2 3 4 
了 2S (z) 一 术 十 村 十 村 十 …… 一 一 z 一 In(1 一 z)， 


S$'(z)=—H -eA. 


rx? 


定义 S'(0)= 去 (z=0 是 S'(z) 的 可 去 间断 点 ) , 则 作 积分 可 得 


s(z)=|s(z)dz= 二 in(1 一 z) 十 C. 


注意 到 limS(z) 一 0, 易 知 C=1, 因 此 有 
1l—z 
ee 7 天 0， 
0， 工 一 0. 
对 于 z= 士 1 的 情形 ,因为 原 级 数 收敛 ， 所 以 根据 Abel 定理 ， S(z) 在 
Xx 三 土 1 处 连续 ,就 有 结论 
S( 一 1) 王 1 一 2ln2、，S(]1) 一 1. 
3. 求 方程 
y—zxy=0 
满足 y(0) 二 1,y (0) 一 0 的 解 y= 了 (zx). 
解 ” 该 方程 称 为 微分 方程 ,因为 它 含有 未 知 函 数 y= y(z) 及 其 导数 . 
又 有 变量 z 伴随 未 知 函 数 7(z), 故 又 称 其 为 变 系数 微分 方程 .我 们 的 目的 
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是 , 求 出 y= 二 y(z) 和 使 其 满足 此 方程 ,以 及 满足 y(0)==1,y (0) 一 0. 此 即 所 
谓 求 微分 方程 满足 初始 条 件 7(0)=1,y (0)=0 之 解 . 

下 面 的 求解 方法 称 为 寞 级 数 解法 , 即 设 其 解 有 舌 级 数 形式 


y=y(Xx)= Sl ar’, 


ne0 


若 能 作 逐 项 微分 ,可 得 


y= >, n(n—1)a,x" ?=2a; 十 > (nn 二 2)(n 二 1)asre x". 
n=] 


一 2 


代入 微分 方程 ,并 注意 到 zy 一 >, ar-iz ,可 知 


2az 十 > (nn 十 1)(n 十 2)ast:x' 二 > Qn_1T". 
ni 下 一 了 


比较 上 式 两 端 同 知 次 的 系数 ,得 到 (注意 oo=1,a 一 0) 
as 二 0,(n 十 1)(n 二 2)asrs = 二 a (n=1,2,.…). 
由 此 又 知 as = 二 0,as 二 0, 实际 上 有 aas-1 = 二 0 (n= 二 1,2,…). 这样 ,我 们 有 
系数 公式 


C0 


< (2 315。6)…((32 一 1) 。37)， 


a 
ont1™ 03. DG. ant yy 


再 根据 初始 条 件 XX0)=1y (0)=0, 叉 得 4o 一 1,a1 一 0 这 就 导致 
yz)=1+ 兹 忆 3 tea 9 十 
不 难 证 明 此 略 级 数 之 收敛 半径 为 Ro0. 从 而 上 述 一 切 运 算 皆 正确 ， 
并 得 到 了 该 方程 满足 初始 条 件 的 解 . 
(三 ) Taylor 级 数 发 展 史 
将 f(z) 展 成 (x 一 zo) 的 禾 级 数 的 工作 ,最 早出 现在 英国 数学 家 Taylor 
的 1715 年 的 著作 《Methodus incrementorum directa et inversa》 中 (没有 者 
虑 其 收敛 性 ). mm 一 0 时 之 所 以 称 为 Maclaurin 展 式 ,是 因为 他 的 两 卷 有 影 
殴 的 巨著 《Treatise of fluxions》 中 所 显示 出 的 这 一 工作 的 应 用 . 但 大 们 真 
正 且 广泛 地 认识 到 Taylor 级 数 的 重要 性 的 时 期 ,是 在 Euler(1775 年 ) 巧 
332 妙 地 将 其 应 用 于 微分 学 中 ,以 及 Lagrange(1797 年 ) 把 它 作 为 函数 论 的 基 
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础 之 后 ， 

(四 ) Euler 公式 

e 与 cosz,sinz 从 表面 看 没有 什么 关系 ,但 若 对 上 述 展 开 式 作 仔细 观 
察 ,不 难 发 现 er 正 是 后 两 者 的 其 种 组 合 , 即 应 用 虚数 单位 i 的 运算 性 质 ， 
在 er 的 展 式 中 以 让 换 z, 则 得 到 


(1 一 有 十 生 一 在 +…) +i(z 一 下 十 林 一 夯 二 …)， 


31 5 本 第 

从 而 在 形式 上 导出 + 
e! = costtisint. 章 

这 一 工作 是 Euler 认 出 的 ,我 们 称 它 为 Euler 公式 . 由 此 还 可 导出 要 
(coszxtisinz)" = cosnz+isinnz 数 
ety—er(coszttisinz) 名 

sinz 一 只 一 e cosr=< te 3 

2i “ 2 旭 


等 等 . Euler 公式 的 严格 证 明 从 上 略 . 

(五 ) Tayior 级 数 的 另 一 类 收 煞 条 件 

函数 的 Taylor 级 数 展开 还 有 另 一 类 收敛 条 件 , 即 

命题 11.3( Bepamreiiad 定理 ) 设 /(z) 在 [zo,zo 十 h) 上 及 其 任意 次 
导数 都 是 非 负 的 , 则 Taylor 级 数 
ey 


在 [zo ,zo 十 有 上 收 化 于 f(z). 
证 明 不 妨 设 思 一 0( 震 则 作 一 变换 即 可 ) 且 只 需 讨论 xE [0,4) 的 情 
形 . 引用 积分 余 项 的 Taylor 公式 


f(z)= > OtR,(z),R, (2) = (£0) fo (nd, 
并 用 变换 Z 一 上 一 zu 改写 R,(z) 为 
R,(z)=2 | wf "td (rx— ru)du. 


注意 到 导 函 数 的 递增 性 可 知 
ft (rr)EFt hu)], OKul. 


中 ” 伯 恩 斯 坦 (1880 一 1968) ,苏联 数学 家 . 333 
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从 而 当 0 过 x 之 h 时 可 得 


n+1 rl 
RCz<zT| wf (hm—hu)du 
. 0 


工人 ro ty, 
=( ) nl of (hk—hu)du 


=() R.A)S(E) fn). 


显然 有 R,(x) 一 0 (n 一 oo,0 志 < 及 ). 即 得 所 证 . 

(六 ) 函数 在 一 点 解析 的 充分 必要 条 件 

命题 11.4 耳 数 /(z) 在 其 定义 域 上 一 点 z= zxo 处 是 解析 的 充分 必要 
条 件 是 :存在 7r>>0 以 及 正 数 A(7)( 与 无关 ) ,使 得 fz) 在 (zo 一 7 ,zo 十 7) 
上 具有 任意 次 导数 , 且 对 任意 的 n€EN" 均 有 


, rA(r)n! 
DI Se 


XE (Zo —r, Zor7). 中 


证 明 充分 性 . 假定 式 成 立 , 取 z 满 足 0<|z 一 zx,|<< 广 ,使 得 


|z 一 2 | 
(r 一 |z 一 zo|) 
从 而 由 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 以 及 式 中 ,可 知 


Ld A) na 二 1) 
LOmbo le 


< 去 1， 


+ 


rA(r)n! |z 一 2 
St TD 
<rA(r) (2 (n>o0) 


六 一 |z—zo | 
这 说 明 f(zx) 在 z= zo。 处 解析 . 
必要 性 . 假定 f(z) 在 z=zxo 处 解析 , 即 存在 >0, 使 得 


oo 


f(z)= > an(z 一 ma) ，zE(m 一 六 zzo 十 了 )， 


n=0 


其 中 ,对 每 一 个 非 负 整数 有, 易 知 


om 


JJ (z) 一 AI 之 (arr—a)". 


oo 


OD SR D(H) lal la-zol". 


n=0 


数学 分 析 ( 第 二 希 ) 
现在 取 :0<r<r ,显然 zo 十 r 位 于 该 暑 级 数 的 收 钱 域内 , 故 知 级 数 


oo 


|a| 普 收敛 .由 |a1P->0 (n 一 co) 可 知 ,存在 正 数 A(x) ,使 得 


n=0 


la I” A(r) (n=0,1,2,…). 
从 而 我 们 得 到 


fal > (ent Ere 
Sh! A(7) >) ("2*) | 太 2|". 


n=0 


注意 到 


下 


HT 一 > (1) | 态 # 


_ rs 
(| 扩 人 2|) 


就 得 到 


[fr) {Akt rt Al(r) rA(r)k! 


(1- |x— zo | ) (riz 一 ah 


推论 11. 10 若 f(z) 在 点 z=zo 处 解析 , 则 存在 ~>0, 使 得 F(z) 在 
(z 一 rz 十 站 内 的 任 一 点 上 都 解析 . 
证 明 由 题 设 知 , 存 在 ”0 以 及 A(r)>0, 使 得 


1 (2) < A 


(r—|x—zxo|)"+! 


对 任意 取 定 的 Il € (zo —r, zo 二 r) , 令 


,ZE {zo —r, To 十 -). 


1 . 
n=——min{|z1—zo|,r—|zi—zo |}, 


2 
易 知 (zi 一 ri ,十 ri1)C(zo 一 r,xo 十 7). 
现在 设 +: 2 一 | 过 ni ,此 时 XE (zo 一 r,zo 十 7), 且 有 |zi 一 zo1 过 rr 一 
m1. 因为 
|z—zo)—|z—zi | |z mz | <r—n, 


所 以 0<n 一 |x 一 zi|<<r 一 1z 一 zo1. 从 而 得 到 


a ma em nn tn 


由 此 可 知 ,对 XE(xi 一 nn ,TI 十 多), 有 
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02)|<— ADnl -rarim 
A er za 
r 
一 "1! (起)aC)n! 一 nBri)an! 
(nO—|z—z1)"t! (no—|zr—z))"t!’ 


其 中 ,B(n) 二 (天)A(7). 即 得 所 证 . 
注 美国 数学 月 刊 有 文 (88(1981) ,No. 1,p. 52) 指 出 :“ 对 任 一 实数 列 


la,} ,存在 f(z) ,使 得 >，anz" 是 f(x) 的 Taylor 级 数 ”. 由 此 可 知 , 任 一 千 


级 数 总 是 某 个 函数 的 Taylor 级 数 . 
{ 七 ) 关于 用 Taylor 展 式 求 近似 值 
应 用 函数 的 Taylor 展 式 求 近似 值 时 ， 由 于 有 的 级 数 收敛 太 人 慢 ,故常 需 


再 作 进一步 的 展 式 . 
例 4 对 m= 二 1,2,…， 有 公式 In(m 二 1) = Inm 十 


> 1 
证 明 ” 易 知 对 |x|<<1 有 


十 并 站 2m 十 1 
In 一 5-2 zl<1 


从 而 令 = 一 5 , 即 得 所 证 ， 


根据 上 一 公式 来 计算 对 数 的 近似 值 , 可 较 大 地 减少 工作 量 . 不 难 推 证 
其 余 项 有 估计 


|2 袜 去 
十 二 再 
当 z= 证 即 m=1 时 ,对 n>5, 其 余 项 不 超过 10-5; 当 z= 二 即 加 =2 时 ， 

对 n 宇 3, 其余 项 不 超过 10 ,从 而 可 知 


4 
1 
In2~2 一 0. 69315; 
> (2n 二 1)32"+! 


Xx!l 2z2n+1 


S(T) (0<z<<1). 


2 
1 


( 八 ) 二 项 式 (1 十 x)"Taylor 展 式 补充 证 明 
为 了 考察 二 项 式 Taylor 展 式 在 x 一 一 1,1 时 的 情形 ,先导 入 预备 性 结 
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果 如 下 : 
十 cc ，a<< 一 1 ， 
引 理 11.3 设 n 是 正 整数 ， im | (° )| 二 a 二 一 1， 
0， a> 一 1, 


证 明 (1) < 一 1, 此 时 一 (a 十 1)>>0, 且 
(7) _ | ge 一 D…(e 一 a 十 1)| la 二 1 一 1 十 1 一 引 ……|e 十 1 一 可 | 
n 


nl nt! 
=(1 一 (e+1)(1 一 于)…(1 一 一 ) 


之 1 一 (et+1) (1+ 于 + 十 二) 


做 >0 (12，… 由 , 则 了 G+a)>1+ 如 a) 由 比 妇 得 所 证 


(2) a= 一 1, 此 时 有 
(°) -|( 了 ) [= (一 1)( 一 1 一 1)… Ct | 
n 


n! 


于 淆 JOIKKBL .洗浴 彰 霹 | 十 漆 


1 .2....。.n 
= | 一 


由 此 即 得 所 证 . 
(3) sa 之 一 1. 此 时 分 两 种 情形 讨论 : 
(A) —1<a<0; (B) c 之 0， 
在 (A) 的 情形 ,有 0 过 1 十 a<<1, 故 
la—1i=1—a,la—2|=2—a,…,|a—n+l1|=n—1—a. 


从 而 得 | 
(?) ja|je 一 1| locntl|l_ (oOU—o) (nl1—o) 
nn nt n! 
-GD 一 DC 一 Ce 二 ID) 
1 
-0 


因为 0 二 一 一 士 1 一 < 十 1 一 1， 所 以 有 
| 注意 ， 若 0<a<1 (i 二 1,2,…,n), 则 


TI a )< 一 一 一 一 一 . 
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1 
[tetD (t+ 二 ) 


由 此 即 得 所 证 . 
在 (B) 的 情形 ;下面 证 明 (") = (二 ) ,noo). 
如 果 “是 非 负 整数 ,那么 对 充分 大 的 nxx>w, 必 有 [( " ) 一 0, 结 论 显然 
成 立 . 


如 果 0 过 a<<1, 那 么 


(?) a la—l|le—?| .lent+t1| 1 . 2 De 
n nl nl n 


如 果 ec>>1 且 不 是 整数 ,那么 存在 正 整 数 m, 使 得 mw 过 a 二 m 十 1. 此 时 
取 n:n 之 mm 十 1, 就 有 


(省 = 


i ,0—m—1)…(a—n+1) 
“(m+1) (m+2)(m+3).n 


(m 十 1 一 a)…(n 一 1 


滋 济 JOIABL , 泽 深 省 十 | 十 波 


-| ( (1 (m+2)(m+ 3). 
<|(,’ (m 十 1)(m 十 2)…(n 一 -1 
(1 (m+2)(m+3).… 
-| ( )| 叶 1， 
(1 n 
(?) )|<|( ) [al+1 
人 n 
关于 组 合 数 的 演算 ,还 有 下 述 结 果 : 


引 理 11.4 对 aE€( 一 oo ,co),n 是 非 负 整 数 ,有 
se 二 二 .十 &(a 十 1)… “(an—1) Dt “Catn) 


nl 


1+at 
即 
2 )-( 


引 理 11.5 对 ccE( 一 co,ce),& 是 非 负 整数 ,有 
(六 )-cD( ) 


co， «>0,， 
推论 11. 11 | (1") i a 一 0， 
me n 
338 ， 0<0 


因为 ( 
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推论 11. 12 
Tefc = (2 ， 一 co ,co)， 
守信 族 "E(re) 
现在 ,可 以 考察 二 项 式 的 Taylor 展 式 在 z= 一 1,1 处 的 收敛 情况 了 ， 
(A) z 一 一 1, 此 时 展 式 为 2 (一 D"( 


因为 ( 见 推论 11. 10 以 及 推论 11. 11) 我 们 有 
(i (i) 


-和 (= 人 


所 以 得 到 ">0 时 , 展 式 收敛 , 且 


> -1 (7)=0=0+(—D); 


而 e<<0 时 , 发 散 . 


(B) z 二 1, 此 时 展 式 为 > (*). 


a 
n 


由 引 理 11,3 可 知 , 当 as 一 1 时 ,发散 . 


十 1 


对 于 ao> 一 1, 应 用 Taylor 公式 
Tr 


/a -< 7  . 
(1 二 xz) 一 之 (5 )z +R,(z),R.(z) 一 (1 ) Tr 
0<ACxz 委 1 十 1 一 a>>0. 


xd ，0<xz 委 1. 


RCI<| (7 ) 
a 
n 十 1 
这 说 明 we> 一 1 时 ,级 数 收敛 , 且 有 
z=(0141)"— > (7) ,> 一 1 


nr0 


( 九 ) 关于 多 项 式 列 一 致 逼近 连续 函数 


)-~0 (eco,o> 一 D, 所 以 有 limR,(1) 一 0 (a> 一 1)， 


(1) 若 fEC([a,65]), 则 存在 多 项 式 列 1P, (xz)| 一 致 收敛 于 f(x), 且 
有 P,(z) 魏 已- (zx). 
(2) 设 fEC([0,1]). 则 存在 奇 次 多 项 式 列 |P,(z)| 一 致 收敛 于 f(z) 
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活水 JOIK8L ,六 滁 刺 者 | 十 游 


滋 浴 JOIAeL , 泛 淆 闲 由 | 十 种 一 
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当 且 仅 当 f(0)=0. 
(3) 设 {fse,(z)} 是 [0,1] 上 非 负 连 续 函 数列 , 且 存 在 


lim| gz)dz (对 一 切 人 01)， 
则 对 任意 的 Ae C([0,1]) ,存在 
lim| Az)g,(z)dz ， 
(4) 设 re C([o,1]), 则 对 任 给 e>0, 存 在 


g(x)= > CuzeuiCteaQ (k=0,1,.… ,n), 
k=0 
使 得 |f(z) 一 g(xz)|<e. 
(十 ) 关于 原 函 数 的 补充 
(1) 即使 在 [0,1] 上 有 原 函 数 ,然而 | f(z) | 以 及 ;5 在 [0,1] 上 也 不 


一 定 有 原 函 数 . 
(2) (参阅 $ 5 思考 练习 第 5 题 ) 设 /z) 在 [ae,5] 上 有 原 函 数 ,gE 
C([a,6]), 但 乘积 f(z) . g(xz) 在 La,b] 上 也 不 一 定 有 原 沙 数 . 例如 


1 ，1 1 
一 sin 一 ，0<z 委 1， sin -一 ，0<<xz 委 1， 
/| 并 Ds en in — < 


0， Z 一 0， 0， 一 0. 
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第 十 二 章 ”Fourier 分 析 初 步 


上 一 章 论 述 的 宪 级 数 是 由 闫 函数 系 组 成 的 ,本 章 所 要 介绍 
的 主题 是 ,用 三 角 函 数 系 
1 ,coszysinz ,coOs27z, Sin27,°* ,cos7TZ ,Sin7t 工 ，… 


来 代替 疾 函 数 系 ,用 三 角 级 数 
ou 十 > (a.cosnztpB, sinnz) 


代替 寿 级 数 , 讨论 一 个 函数 何 时 能 用 一 个 三 角 级 数 表达 出 来 ,又 
有 些 什么 功能 ? 

如 果 一 个 函数 能 用 一 类 有 规律 的 简单 初等 函数 通过 加 法 运 
算 ( 包 括 其 他 简洁 运算 ) 整 齐 地 表示 出 来 ,当然 是 一 种 非常 理想 
的 事 . 如 同 寡 级 数 展开 中 所 见 , 这 对 于 研究 函数 性 质 ,以 及 求解 
各 种 有 关 课 题 是 多 么 方便 和 有 效 .不 过 ,能 展 成 究 级 数 的 函数 ， 
首先 要 求 该 函数 有 充分 的 光滑 性 , 即 必须 具备 任意 次 可 微 性 , 而 
用 三 角 级 数 来 表达 一 个 函数 时 ,在 下 文中 将 指出 ,对 函数 本 身 的 
要 求 是 比较 低 的 . 从 这 一 意义 上 讲 , 本 章 所 盖 述 的 理论 所 适应 的 
对 象 更 加 广泛 ,虽然 两 者 的 应 用 范围 不 尽 相同 . 

从 物理 的 角度 来 分 析 ,在 自然 现象 或 科学 与 工程 技术 的 课 
题 中 ,会 常 遇 到 或 分 析出 某 种 变化 的 周期 现象 . 最 简单 的 周期 现 
象 ,如 简 谐 振动 ,可 用 一 个 正弦 量 Asin(wt 十 ) 来 描述 ,其 中 A 
称 为 振幅 , 表示 振动 幅度 的 最 大 值 ,w 称 为 角 频 率 , 它 与 周期 了 
有 关系 : 


经 
-到 


纤 雪 等 小 J9nunoJ 宰 11 十 溃 
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是 初 位 相 , 描 述 初 始 时 的 位 置 . 进一步 还 知道 ,由 各 种 倍数 频 
率 的 正弦 函数 合成 线性 组 合 : 

A 十 Aisin(ot 十 外) 十 Assin(2wt 十 2 ) 十 … 十 Asin(nwt 十 全 )， 
它 仍 是 一 个 周期 函数 . 即 由 不 同 倍 频 的 正弦 量 选 加 而 成 的 量 仍 
是 一 个 周期 运动 . 引用 三 角 公式 . 

sin(a 十 B) 一 sinacosp 十 cosasinp， 
上 述 线 性 组 合 也 可 写 为 “ 
ao 十 (aicoswt 二 bi sinwt) 二 (ascos2wt 二 bo sin2wt) 十 … 
+ (a,cosnet tb, sinnwt). 


甚至 于 考察 所 有 w 倍 频 选 加 而 成 的 级 数 
ao 十 3 (ancosnwtb, sinnwt), 


在 级 数 收敛 的 情况 下 ,也 可 描述 周期 现象 ， 

现在 的 问题 是 :一 个 周期 为 工 的 周期 量 , 是 否 可 用 某 个 基 
本 频率 w 以 及 各 种 售 频 的 简 谐 量 选 加 而 成 , 若 记 z 一 必 , 这 就 是 
一 个 周期 函数 展 成 三 角 级 数 的 问题 . Fourier 级 数 已 成 为 研究 周 
期 现象 (各 种 振动 .行星 运动 .波动 与 通讯 等 ) 不 可 或 缺 的 工具 . 
(特别 是 在 天 文学 理论 中 ,这 是 因为 许多 天 体现 象 具 有 周期 性 . 
Euler 在 1747 年 研究 行星 扰动 时 ,就 曾 得 到 过 一 个 函数 的 三 角 
级 数 表示 . d'Alembert 在 探求 两 行星 间 的 距离 问题 时 ,也 用 过 
两 向 径 间 夹 角 的 余弦 级 数 ) 


竺 当 革 冰 I9pmod 二 | 十 小 


$1 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ， 
酌 数 的 Fourier 级 数 


我 们 称 函 数列 


1 ,cosx, sinz,cos27x, Sin2x,'' ,COSNnT, SinnT,*"* 


为 三 角 函 数 系 , 其 有 限 线性 组 合 


342 a 十 >， (akcos&RZz 十 育 Sinkz) (n=1,2,…) 
k=1 
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称 为 三 角 多 项 式 ,而 称 级 数 
ao 十 > (acosnztB, sinnz) 四 


n=l] 


为 三 角 级 数 ,其 中 常数 co ,a 与 B,(n==1,2,…) 称 为 该 三 角 级 数 
的 系数 . 

本 章 要 讨论 的 问题 是 :给 定 一 个 函数 f(x), 在 什么 条 件 下 ， 
可 以 找到 一 个 三 角 级 数 , 它 收敛 到 f(x) ,其 间 也 涉及 它 的 应 用 . 

为 此 ,首先 我 们 知道 , 当 了 (zx) 可 用 @ 表 达 时 ,f(z) 必 是 以 
2r 为 周期 的 周期 函数 . 

其 次 ,对 @ 作 一 剖析 ,可 知 它 是 由 两 个 部 分 组 成 ,其 一 是 三 
角 函 数 系 ,其 二 是 系数 ao ,os 与 Butn 一 1,2,…). 因 此 ,让 我 们 分 
别 对 它们 作 一 番 初 步 的 考察 . 

(一 ) 三 角 函 数 系 的 正 交 性 

我 们 发 现 三 角 函 数 系 作为 一 个 整体 ,除了 具有 2x 周期 性 
外 ,其 相互 间 还 具有 一 种 被 称 为 “ 正 交 ” 的 性 质 ( 比 拟 欧 氏 空间 两 
向 量 的 内 积 为 零 ) , 即 


x 

, COSNT 

| 1. sinzzdz 一 一 一 -一 
x n 


=0 (n=1,2,.…); 


邢 


sinnx 
n 


| 1 . cosnrdz= =0 (n=1,2,.…); 


— 


| COsSnz *« cosmzdz = 雪 | cos(n+m)zxdz 


+ 去 | cos(n—m)zdzr 
一 0 (nm;yn,m=1,2,.…). 


借助 于 公式 (n,m 二 1,2,…) 


cosnz 。 sinmx = 地 [sin(ni+m)z—sin(n—m)z]; 


sinnx ， sinmz = 广 [ —cos(n+m)zx+t+cos(n—m)z], 


经 计算 又 可 得 
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n 
| cosnz * sinmzdzr=0; | sinnzsinmzxdzx=0.(n 关 m) 
— 一 页 


(二 ) Fourier 级 数 的 形成 
(一 ) 中 所 述 这 种 (积分 ) 正 交 性 ,为 三 角 级 数 的 积分 运算 的 
简化 提供 了 条 件 . 也 就 是 说 ,如果 可 积 函 数 A(z) 有 展 式 


7(z) = 他 十 >) (arcosnzrtb, sinnr), @) 
n=1 


而 且 假定 可 以 进行 逐 项 积分 (例如 在 级 数 > (1a, 1 十 16,1) 收 
敛 条 件 下 ) ,那么 在 @ 式 两 端 作 [ 一 x,x] 上 的 积分 ,可 得 


| f(r)dz -| 他 dz 十 3 1 (ascos7iZ 十 DuSinz 工 )dz 
一 瓦 一 不 n=1 ~ 


一 Tao 十 > 
n=1 


由 此 可 知 系数 w 与 f(x) 之 间 的 关系 . 
同 理 ,根据 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ,在 等 式 


秆 对 莹 池 IBHn04 贡 | [十 小 


二 Tao. 


x x 
| cosnzdz+b,| sinnxdxz 
—x —x 


oo 
Uo 。 
f(x)cosmz= Cosmz 十 > (a,cosnzrcosmz+t Oo, sinnrcosmz ) 


n=1 


(m 一 1,2,…) 两 端 作 积 分 ,可 得 


上 f(x)cosmzdz= | cosmzxzdxz 


oo 


十 之 


nT rt 
| cosnzxcosmzdzx +6| sinnxcosmzxdz 
n= 1 一 时 一 其 


-< cosimzdz=anT, (m=1 ,2 ， …). 
在 等 式 (m= 二 1,2,…) 


, dao ， . , . 
f(z)sinmz= 字 sinmz 十 > (a,cosnz » sinmz+t+b,sinnrsinmz) 
n=1 


的 两 端 作 积分 ,可 算出 
上 7(z)sinmzdz= 呈 | sinmzdrz 


cm 
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xn ™ 
Qn | cosnzrsinmxzdz 十 全 | sinnzxsinmzdz 
一 —R 


十 之， 
n=1 
= simmzrdr=b,T (m=1,2,."). 


由 此 可 知 Un ,b(n=1,2, …) 与 f(zx) 的 关系 ， 
据 上 所 述 ,在 一 定 的 条 件 下 f(x) 展 成 三 角 级 数 ,其 系数 与 
f(z) 的 关系 由 下 述 公式 确定 : 


oN)=0=E| f(z)dz 


a 1)=a,=#) f(r)eosnzdz (n=1,2,.…); 


弗 雪 荨 冰 JpnoJT 二 旧 十 各 


bf)=6, = f(x)sinnzdz (n=1,2,.…). @®@ 


《 称 为 BulerFourier 公式 ,由 Euler 首先 提出 ) 

于 是 ,用 这 些 公式 确定 的 ao ,as 与 5.(n 二 1,2,… ) 作 为 系数 
的 三 角 级 数 引 起 了 人 们 极 大 的 兴趣 ,并 称 这 样 的 三 角 级 数 为 (可 
积 函 数 )A(z)( 生 成 ) 的 Fourier 级 数 ,形式 地 记 为 


7(z) 一 全 十 > (a,cosnz+b,sinnzr). 
n=1 


此 时 的 ao ,a 与 6.(n 二 1,2,…) 称 为 1(xz) 的 Fourier 系数 . 
例 1 如 图 12-1 所 示 , 设 f(x) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ， 
且 有 
0， 一 xx<<z 委 0， 
f(z)={ de 
求 其 Fourier 级 数 . 
解 ” 易 知 f(z) 在 [一 x*,x] 上 可 积 ,和 且 有 
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n 0 x 
lf 1 f™ 
“= 二 | 7(z)cosnzdz= 革 | zcosnrdz 
Tx TJo 
1 |zxsinnz ” 人 . 
一 1 一 一 | 一 一 | sinnzxdx 
元 n % NJo 
第 [三 | 
。 /0， ”是 偶数 ， 
音 coOsnzx| = 2 
下 。 | 一 二 ,nn 是 奇数 ; 
ey nn 
. 1 
a 一 土 ， 是 偶数 ， 
分 1f* . COsnn n 
本 2 去 | ZSinzzdz 一 一 一 -一 一 
TJo n 1 
初 一 ， nn 是 奇数 . 
步 n 
从 而 得 


LT < _ 2cos(2n—1)zx (1)"+! 
f(x) 4 + > (2n—1)’x 十 之 72 
注 从 Az) 组 成 Fourier 级 数 的 观点 看 ,只 需 计 算 Fourier 系数 时 的 
积分 在 在 即 可 . 因此 ,如 果 .(z) 在 [一 ,zj 上 有 和 导 点 ,但 在 [一 rr] 上 绝对 
可 积 , 仍 可 组 成 Fourier 级 数 . 这 里 只 需 注意 


Ff(zx)cosnz| 
A nO 9 9 9 
| f(x)sinnz| (fa)! (no0,1,2,°) 


sinnx. 


即 可 . 
定理 12. 1 如 果 在 等 式 


f(z)= 凶 十 > (aucosnz i bsinnz) 
中 的 右 端的 三 角 级 数 在 [一 *,xj] 上 是 一 致 收敛 于 f(x) 的 ,那么 
该 三 角 级 数 必 是 f(z) 的 Fourier 级 数 , 即 
am 一 去 | f(r)dz, 


< 一 丈 | f(x)cosnzdz, b= 六 | f(z)sinnrdr, (n=1,2, 
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证 明 ”由 于 此 三 角 级 数 的 一 致 收敛 性 , 故 可 知 其 和 函数 
A(x) 在 [一 x*,x] 上 可 积 , 且 在 [一 x*,x] 上 的 积分 可 逐 项 进行 . 从 
而 由 前 面 的 演算 可 知 结论 成 立 . 


S 2 Fourier 系数 的 性 质 


在 论述 Fourier 级 数 的 收敛 问题 以 前 ,让 我 们 先 来 探讨 一 下 
Fourier 系数 的 若干 性 质 , 这 将 有 助 于 我 们 对 Fourier 级 数 的 进 一 
步 认 识 . 下 文中 谈 到 函数 的 Fourier 级 数 或 系数 时 ,总 假定 它 是 以 
2 为 周期 的 函数 , 且 在 [一 xz,x] 上 可 积 (或 反常 绝对 可 积 )， 

定理 12.2 设 f(zx) 的 Fourier 系数 为 ao ,at ,(n 一 1,2， 
…) 则 


lal Sa) f(a lar (n=0,1,2,); 


16 lS) f(a) dr (n=1,2,.). 


证 明 ”以 5 为 例 ,我 们 有 


11 fcr)sinonzdz| < 二 | ,17(z) |dz (n=1,2,.…). 


T 

定理 12.3 记 F(z),g(z) 的 Fourier 系数 各 为 fa, (了 )， 
(站 | ,ian(g),b.(g)}, 则 af(x) 十 BPg (xz) 的 Fourier 系数 为 
aar( 门 十 po.(g) (n=0,1,2,.") ;ob (f)+Po.(g) (n=1,2,.…). 

证 明 ” 略 , 

定理 12.4 (1) 若 f(z) 是 奇 函 数 , 则 a,(f)==0 (n==0,1， 
2 ,…)， 
(此 时 ,其 Fourier 级 数 称 为 Fourier 正弦 级 数 ) 

(2) 若 f(z) 是 偶 函 数 , 则 6,(f)=0 (n= 二 1,2,…). 
(此 时 , 称 其 Fourier 级 数 为 Fourier 余弦 级 数 ) 

证 明 (1) 注意 到 f(x) 与 f(x)cosnr (2 一 1,2,…) 是 奇 函 
数 , 从 而 有 


15, |= 
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a.(/)= 二 | f(x)cosnrdr=0 (n=0,1,2,.…); 
(2) 注意 到 f(x)sinnzx (2 一 1,2,…) 是 奇 函 数 , 从 而 有 
5 六 = 计 | F(z)sinzzdz 一 0 (n=1,2,.…). 


例 1 设 f(x) 是 以 只 
27 为 周期 的 函数 , 且 有 


Hz) 一 7，zE[0,2r)， 


则 其 Fourier 级 数 为 
a sinnz 


证 明 易 知 (图 12-2) 
jz) 是 奇 函数 ,因此 4, 二 0(n 二 0,1,2,…). 又 对 n 一 1,2,…, 有 


b, 一 三 | zzsinnzdz 
o 2 


图 12-2 


x 


一 工 (x 一 zjcosmz -去 | cosnzdz 一 工 ， 
nn 0 nnJo n 


例 2 设 几 z) 一 全 十 >) (ancosnztb,sinnz). 
n=1 


(1) 车 f(x) 的 函数 图 形 是 关于 z= 也 是 轴 对 称 的 , 则 bo 一 


0 (n=1,2,…). 

(2) 若 /(z) 的 函数 图 形 是 关于 点 ( 吾 ,0) 对 称 的 , 则 bo -一 
0 (n=1,2,…). 

证 明 (1) 依 题 设 知 (也 一 z+) 二 了 (也 ++z) ,或 Jr 一 了) 
二 f(z) ,从 而 有 


bz,, = 二 | f(x)sin2nzrdz= 二 | f(x—zx)sin2nrdx 


S48 ==| f(sin2ntdt= bo., 
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故 得 5 二 0 (2 一 1,2,…). 
(2) 依 题 设 知 f( 子 +z)= 一 f (也 一 zx) ,或 f(x 一 zx)= 
一 A(z). 从 而 有 
bass = | f(z)sin(2n—1)zdz 


一 二 | Ar 一 z)sin(2n 一 Dzdz 


一 一 二 | Cosin(2n 一 Dzdt 一 一 5- 


故 得 :一 0 (2 一 1,2，…). 
定理 12.5 若 记 f(z)=f(z 二 h),hE (一 20,o0), 则 
广 (z) 与 F(z) 的 Fourier 系数 有 下 述 关系 ; 
ec 


午 过 等 冰 IDnoJ 如 | 1 十 小 


an (fi)=a,(f)cosnhtb,(f)sinnh (n=1,2,.…), 全 
bfn)=b, (fcosnh—at{ fsinnkh (n=1,2,.…). 
证 明 ”以 5,(f;) 为 例 ,我 们 有 


bf )=E) fzth)sinnzde=t |/ f(sin(ns—nh)dt 


一 | f(t)(sinntcosnh— cosntsinnh)dt 


一 eos f( t)sinntdi— So |” f(s)cosnzdt 
=b,.(f)cosnh—a,(f)sinnh (n=1,2,.…). 
定理 12.6 设 ao,a,,0,(n 二 1,2,'…) 是 f(x) 的 Fourier 系 
数 , 则 
lima, =0; limb, =0. 
证 明 (1) 当 f(z) 在 [a,6] 上 Riemann 可 积 时 ,上 述 结论 
是 Riemann-Lebesgue 引 理 : 


CoOsAXx 


[2 
lim| f(z) ( sinAzx )4z=0 349 
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的 推论 . 

(2) 在 f(x) 具有 有 限 个 瑕 点 且 又 绝对 可 积 的 情形 ,实际 上 ， 
此 时 Riemann-Lebesgue 引 理 的 推广 形式 也 成 立 . 为 证 此 ,不 妨 
设 = 是 F(z) 的 唯一 孔 点 ,对 任 给 s 之 0, 由 绝对 可 积 性 知道 ， 
存在 9>0 ,使 得 


| fz)cosazdz|<| ,lf(z) dr<$. 


此 外 ,对 取 定 的 >0,fER([a,6b6 一 6]), 因 此 根据 Rie- 
mann-Lebesgue 引 理 可 知 ,存在 % 之 0, 使 得 当 4>%。 时 ,有 


€ 
< 


feomads 
从 而 可 知 当 * 汪 %,。 时 ,有 
| | 7(z)cowzadz| -| | + f(z)eoshzdz 


56 6 
<|| Hz)eowzaz 二 | ICz)cosMzldz 


< 二 二 | ,f(z) Idr< 和 + 人 = 
这 说 明 
lim | 三 (z)cosMzdz 一 0. 
同 理 可 证 
lim "f(z)sintrdz=0. 
注 “ 当 一 个 周期 函数 能 够 展 成 Fourier 级 数 时 ,在 实际 背 
景 中 ,也 可 以 说 成 是 一 个 周期 信号 或 振动 波形 被 分 解 为 各 种 频 
率 ( 基 频 的 整数 倍 ) 的 简 谐 分 量 的 迭 加 . 因此 ,a 一 0,b. 一 0 (n 一 
co) 说 明 , 其 高 频 (zw) 分 量 的 振幅 是 很 小 的 , 即 高 频 分 量 对 整体 
波形 的 影响 很 小 . 
下 例 说 明 ,Fourier 系数 趋 于 零 的 速度 , 随 着 函数 的 光滑 性 
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程度 加 强 而 增 大 . 
例 3 (1) 设 fEC(( 一 0,oo0)). 车 f(z) 在 [一 x,r] 上 可 
微 , 且 fERC[ 一 x,"]), 则 
a =— ,b= (n=1,2,). 
(2) 设 fEC"0(( 一 oo,co)), 著 fm(z) 在 [一 x,x] 上 存 
在 , 且 FmER([ 一 xx]), 则 
a N+P SE ,2,.). 


证 明 (1) 由 等 式 
/ lr” . 1 . 
bl(f )= 工 | f(x)sinnzdz=#| sinnzdf(z) 


= 工 [ F(z)sinnz]cx 一 | f(x)cosnzdzr 


元 元 
一 -| 7(z)cosnzdz= 一 ras( (2 一 1,2，…)， 
即 得 所 证 . 
同 理 可 证 a (ff) 二 nb,(f) (n=1,2,…). 
(2) 逐次 应 用 (1) 之 推理 即 得 . 
注 上 述 例 中 ,对 函数 的 可 微 福 要 求 可 减 至 逐 段 可 微 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 


1. 设 几 z) 一 学 十 > (ancosnztb,sinnz). 

(1) 试 求 F(x) 二 f( 一 zx) 的 Fourier 系数 . 

(2) 车 f(z) 的 图 形 关于 点 ( 互 ,0) 对 称 且 是 偶 函 数 , 试 求 
a ,br(7n 二 0,1,2,… ) 的 形式 . : 

(3) 若 f(z) 的 图 形 是 关于 点 (0,0) 和 |( 马 ,0) 对 称 的 , 试 证 


明 a; =0,61=0(n=0,1,2,.%…). 
(4) 若 f(z 十 7")== f(z) , 试 证 明 Q2n—1 =0, bzn_1 一 0 (n= ]， 
2,…)， 
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(5) 试 求 F(z)sinz 的 Fourier 系数 . 

2, 设 aoyarsbs(n 一 1,2,…) 为 f(x) 的 Fourier 系数 , 若 
f(x) 是 (0,2x) 上 的 递减 函数 , 试 证 明 65, 宇 0 (2 一 1,2,…).( 提 
示 : 定 义 f(0) 二 Af(0 十 ), f(27) 二 了 (2 一 ), 并 应 用 第 二 积分 中 
值 公 式 ) 

3. 设 积分 | “1/(z)1dz 存在 , 试 证 明 lim| f(z)sinnzdz 


一 0， 
3 3 Fourier 组 数 的 (点 ) 收 化 


3.1 Dirichlet 积分 .局 部 化 原理 


设 f(z) 是 以 2rx 为 周期 的 可 积 函 数 ,我 们 的 问题 是 ,在 什么 
条 件 下 , f(z) 的 Fourier 级 数 在 点 zE [一 r,r] 处 收敛 ? 且 其 
极限 值 是 什么 ?为 此 ,在 原则 上 ,自然 应 从 其 部 分 和 


S,(f ,zo)= 字 十 >, (Qa.coOskzo +b sinkzo ) 
k=1 


= 去 | f(z)dzt 和 2 支 | f(z)eoskzdz + coskXxo 


+ 去 | f(x)sinkrdzr * sinkxro 


的 性 态 开始 研究 . 
sin (n+ 去) 
引 理 12.1 记 D(z)== 一 一 一 二 一 , 则 


2sin 本 
S,(fsz0)=E| KGz)D,(z 一 aa)dz (n=0,1,2,…). OD 
(D,(z) 称 为 Dirichlet 核 , 式 中 称 为 f(x) 的 Dirichlet 积分 ) 
证 明 注意 到 三 角 公 式 


coskxcoskzxo sinkzxsinkzxo = cosk(zx— zxo ); 
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我 们 有 


~ 一 cb 


( 当 z=0 时 , 设 定 右 端 之 值 为 n 十 立 
S,(f ,xo) 
= 去 二 | 7z)dt+ 去 > | Are) {coskxrcoskro 


下 二 
+sinkzxsinkzo | dz 


一 诗 去 | 7(z)dz+ 去 和 [f(z)cosk(z—z )dz 


= 二 | f(z) 


T 


去 十 >》) cost(z 一 mm)|d 
k=1 


= 二 | f(x)D, (zx—zxo)dzr (n=0,1,2,.…), 


引 理 12.2 f(z) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 可 表 成 
Sf iz) = LL D(z)dz 


(n=0,1,2,.). @ 
证 明 在 式 四 的 积分 中 用 变量 替换 z= zx 十 ,并 注意 被 积 
函数 具有 以 2r 为 周期 的 性 质 , 易 知 


Sm)= 计 | za+9D,(Ddr 
此 外 ,因为 在 := 一 的 替换 下 又 有 
[f(z td)D, Cd=| f(z —z)D.(z)dz, 
所 以 又 可 得 


sa- 人 f(zo tt)D, (t)dt 


-二 | (am 一 了 ) 十 /zxzo 十 z)} Do(z)dz， 
即 得 所 证 . 
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推论 12.1 Dirichlet 核 的 积分 具有 性 质 : 

| .D(z)dz=1, Z| D.Cz)dr=1. 
证 明 取 Fz)=1l,zE( 一 co,co), 则 易 知 其 Fourier 系数 为 
ao 一 2,a, 一 六 一 0 (7 一 1,2，…). 
由 此 得 S,(f,zo) 二 1, 而 式 及 加 化 为 
1- 二 | D(z—zo)dz, 1 一 二 | DCz)dz， 

即 得 所 证 . 

引 理 12. 2 说 明 , 了 f(x) 的 Fourier 级 数 在 点 z= 二 xo 处 的 收敛 
问题 ,就 是 要 研究 极限 

limS, (Ff, Zo) 一 1im 元 


存在 以 及 等 于 什么 的 问题 ? 为 此 , 记 
f(zxo—Zx) 二 f(zxo zx) 
2 全 


2 |. A At, (z)dz 


p(xo ,TT) 一 


(op(zo,Zz) 是 关于 在 [0,r] 上 的 可 积 函 数 ) 则 Az) 的 Fourier 
级 数 在 点 x 二 xo 处 收敛 的 问题 就 是 存在 极限 


sin (n+ 去 )z 


2sin 元 


lim | plz , 工 ) dz @@ 


的 问题 . 

下 述 著 名 结论 指出 这 一 条 件 可 进一步 化 简 : 

定理 12.7(Riemann 局 部 化 原理 ) f(x) 的 Fourier 级 数 在 zx。 
E [一 xz] 处 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :可 取 8:0<6<r, 存 在 极限 
sin| 7 十 
lim[ 9(zo, (2), @ 


证 明 (1) 因为 函数 嘴 ze :2 在 [3,xr] 上 可 积 ,所 以 由 Rie- 
2sin 之 


2 
mann-Lebesgue 引 理 知 
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lim " 2 2 sin(n 十 去 )}zdz 一 0 
一 2sin 工 
2 
从 而 其 充分 必要 条 件 图 就 化 为 存在 极限 
. 1 
风 sin[n 二 + 雪 )z 
lim | gCz ao 到 


2sin 六 


(2) 注意 到 极限 


1 
可 和 函数 | 。 并 zx 峰 [0 上 可 各 从 而 由 Riemann-Lebe- 
2 
sgue 引 理 可 得 
6 -1 _1 1 
lm|,w(z | 至 X jin(nt 让)zar=0 
即 得 所 证 ， 


注 ”、Riemann 定理 的 这 一 结论 指出 , f(z) 的 Fourier 级 数 
在 点 ze 处 是 否 收敛 仅 与 被 积 函数 在 [0,8] 上 的 性 态 有 关 . 考虑 


到 被 积 函数 是 9(zo,7) 一代 加 一 下 人 下 上 型 , 那 么 其 收 合 性 


仅 与 被 积 函 数 9 在 点 zo。 附近 的 值 有 关 , 此 即 所谓 局 部 化 之 意 . 
这 一 成 果 的 惊人 之 处 在 于 ,f(x) 的 Fourier 系数 却 是 要 由 f(x) 
在 整个 [一 x,x] 上 的 值 来 确定 的 . 


3.2 ”Fourier 级 数 收 伍 的 判别 法 
根据 Riemann 局 部 化 定理 ,可 知 形 如 


SinA 工 
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的 积分 在 Fourier 级 数 的 收敛 理论 中 扮演 着 重要 和 角色, 且 可 由 
2(z) 所 具有 不 同性 质 而 导出 不 同 的 收敛 条 件 . 下 面 总 还 是 假定 
fER([ 一 x,z]), 且 是 以 2r 为 周期 的 函数 ， 

定理 12.8(Dini 判别 法 ) (1) 设 P(z) 在 [0,9] 上 可 积 , 而 
且 在 x=0 处 存在 右 极限 w(0 十 ) :车 存在 积分 


| 中 2) 一 中 十 )dr， 个 
则 有 
lim | w(z)Smazdz 一 至 PCO 十 ) @ 


(2) 对 于 Hz017) 一 下 一 2 于 作 e 十 2》 假定 点 zw 是 函 


数 (z) 的 第 一 类 间断 点 , 即 存在 


Jim gz ,7)=9(z0,0+)= He Amt 


若 存 在 积分 
| :0 二) @ 


则 立 数 f 的 Fourier 级 数 在 点 zo 收敛 , 且 有 
limS, (fz0)—L se) (wt) 

证 明 (1) 将 式 @ 四 中 积分 改写 为 
| wz)szaz= 上 | 22) 一 外 0)sinlzdz 二 (0 十) dy 
对 上 式 右 端 第 二 个 积分 , 易 知 

lim 9(0+) Sar=p(0+)| ”sinz 一 到 pg(0 十 ) 
对 上 式 右 端 第 一 个 积分 ,根据 条 件 外 ,应 用 Riemann-Lebesgue 
引 理 ,可 得 


lim = -0 sinazdz— 0. 


十 oo 
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(2) 只 需 视 (1) 中 之 p(X)==9(zo,7X)，9(0 十 ) 二 g(xo ,0 十 ) 
即 可 . 
下 面 介绍 能 满足 条 件 @ 的 具体 函数 类 . 为 此 ,引进 广义 左 、 
右 导 数 的 概念 . 
定义 12.1 设 f(z) 在 z= zo 处 左右 极限 FA(zo 一 )， 
f(z 十 ) 存 在 , 若 极 限 
m {C+ — f(xo—) def 万 f(zo), 


dim 


,4 f(zot) -< f(z) 


存在 , 则 称 f(zx) 在 z= zo 处 的 在 .有 广 六 导 骨 存在 ,其 信 各 为 
D_ f(zo) ,D+ f(r). 

显然 , 若 f(x) 在 z= zx 处 存在 左 、 右 导数 fF- (zo)， 
+ (zo), 则 

D_ f(zo)=f- (x0), D, f(xo)= f° + (zo). 

推论 12.2 若 f(x) 在 z=zo 处 的 左 , 右 广义 导数 存在 , 则 
f(x) 的 Fourier 级 数 在 xz 一 ze 处 收敛 , 且 有 
fr) Hm ty 


学 十 >， (acos7zXe 二 6, sinnzo ) 一 


n=1 


证 明 只 需 检 验 Dini 判别 法 中 (2) 的 条 件 . 因为 我 们 有 
PTo,T)— (xo,0+) 
= f(zot) | A 2) f(xo—) 


并 注意 到 左 、 二 广义 导数 的 存在 从。 所 以 术 限 
2(zo ,7)— 9(xo, 0) 


lim 
z+0+ TX 

二 lim 革 f(zot zx)— f(rott) | 
z*0 二 T 之 

m {mt}— f(zot) m Ft) — | 


lim lim 
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=3{D; f(x)—D_ f(zo)! 


存在 .这 表明 zz 一 外 2 二 在 [0,8] 上 可 积 , 故 条 件 加 成 


立 , 即 得 所 证 . 
推论 12. 3 车/(z) 在 [一 x,x] 上 逐 段 可 微 , 则 f(x) 的 
Fourier 级 数 在 [一 x,*] 内 的 每 一 点 x 上 均 收 敛 于 


二 ) 汗 Az 一 ) ,而 在 xz 二 一 "以 及 zx 上 , 它 收 化 于 
8(( 一 z 十 ) 十 f(x 一 ) 

推论 12.4 车 F(z) 是 [一 x,z] 上 的 逐 段 可 微 的 连续 函数 , 则 
f(z) 的 Fourier 级 数 在 (一 x,) 内 的 每 一 点 z 上 均 收敛 于 F(z) ,而 
在 z= 一 x 以 及 z 一 x 上 , 它 收 全 于 人 一 中 二 


注 若 Dini 定理 中 的 q(x) 是 具有 瑕 点 的 绝对 可 积 冰 数 ， 
则 条 件 @ 应 改 为 


例 1 本 章 $ 2 中 例 1 对 以 2x 为 周期 的 函数 f(z)[ f(x) 一 


2(2) 一 20 二 1 | dz 一 十 co， 


号 ,re [0,2m) ,得 到 其 Fourier 级 数 为 > Sa 现在 根据 


Dini 判别 法 ,并 注意 到 f(z) 在 z 一 0 处 为 第 一 类 间断 点 , 且 有 
f(0—)+f(0+) 
4 


2 ， 
0 ， Z 一 0 或 2r， 
此 外 ,以 z=2z:(0 过 tz 过 7) 代 入 ,并 以 2 除 两 端 可 知 


2 (0<t<7). 


A 2n 4 


若 在 0<z<x 上 ,与 前 式 相 减 ,又 得 


可 知 > ee 


n= 1 


| 0<z<<2r， 
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T_ sin(2n—1)x 
1 = 之 ~ (0<<z<<r)， 


再 取 z= 互 ,我 们 有 等 式 


XI 一 工 + 工 一 二 
本 一 1 一 可 十 于 一 了 十 
而 取 z= 李 ,又 有 等 式 
x -1 li ll 
2 ! 5t7 Iii3t 


引 理 12, 3(JordanD) 若 p(z) 在 [0,6] 上 单调 , 则 
lim HPO+) inardzr=0. 


Acow 0 


证 明 不 妨 假定 P(z) 是 递增 函数 . 
(1) 对 任 给 e>0, 由 题 设 知 存在 8 :0<Y 一 8, 使 得 
0 生 p(z) 一 (0 十 )<e,0<z<G. 
应 用 积分 第 二 中 值 定理 ,并 注意 到 存在 M>>0, 使 得 


| al <m, iE(0,co)， 
0 I 


我 们 有 
下 [g(z) 一 p(0 十 )]Smzd 人 Te v0+)]| seg dz| 
“Si 
=|rece)- p(0 二 )]| .sa Sinxd < Seqr 
+ ear |<ame 
(2) 对 上 述 取 定 的 ,在 [8 ,3] 上 函数 中 2) 一 2 二 ) 是 可 积 


的 , 故 根据 Riemann-Lebesgue 引 理 可 知 , 存 在 加 之 0, 当 4 这 时 ， 
| [ep(z) 一 (0 十 )] Sezdz<e 
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综合 上 述 结果 ,可知 当 4> 时 ,有 


征 过 革 冰 Ionbunod 出 | 1 十 小 


Sezdz 


o<| [p(x)—p(0+)]———— 


={[ + je ona dz<e. 
即 得 所 证 ， 
定理 12.9(Jordan) (1) 若 P(z) 在 [0,9] 上 单调 , 则 
Vim 9(z) Sd z= 了 gp(0 十 ). 


(2) 若 f(z) 是 [一 x,w) 上 的 逐 段 单调 , 则 对 mE[ 一 r,r], 有 
limS,(f,7,) = A 
证 明 (1) 不 妨 假定 p(xz) 在 [0,6] 上 递增 , 则 由 
| 9 a =[ p00+) sazt+ | 一 20 二 
* sinAzdz, 
以 及 注意 到 引 理 12. 3, 可知 
im | p(x) Edz= lim | 9(0 十 )Sne 


Sezdz 


sinx 


= lim pg(0+)| eedz=p(0+)| szdz 一 于 9(0 十 )， 


(2) 根据 (1) ,只 需 令 
Gz) = 人 ,pg(0+)—H E+) A 


而 一? 十 亏 二 即 可 . 


所 时 画 数 /CD Fourier 级 数 在 某 个 区 间 工 上 收敛 于 
f(z), 即 等 式 


f(x) 二 学 十 >) (ascosnztob,sinnr), ET 
只 一 上 


成 立 , 则 称 此 Fourier 级 数 为 F(z)( 在 工 上 ) 的 Fourier 级 数 展 
360 式 , 或 称 为 f(x) 在 IT 上 有 Fourier 级 数 展 式 ( 右 端 ). 
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例 2 求 周期 为 2x 的 函数 
f(z)= 


的 Fourier 级 数 展 式 . 
解 ” 易 知 该 函数 图 形 为 


一 1, 一 7 之 x<<0， 
1 ， OE 


且 是 逐 段 单调 的 ,其 不 连续 点 在 z= 二 kx(k= 二 0, 土 1, 土 2,… ) 处 . 
因为 
“=| _ rz)az= 工 [六 (=-Ddz+| az]- 


于 


.= [| -Deosnzdz+| cowzdz]=oi(n=1 2， ) 


一 二 [| 一 1 )sinnzdz+ sinnzdz | 


0， 是 偶数 ， 
= 二 (1 一 cosnr) = 


nn 是 奇数 , 
所 以 我 们 有 
图 12 4 示意 该 Fouricr 级 数 部 分 和 和 逐步 通 近 范 数 的) 的 
情景: 


例 3 如 图 12-4 所 示 , 求 下 列 周期 为 2 的 函数 的 Fourier 
级 数 展 式 ,继而 证 明 相 应 的 数值 级 数 的 和 : 


十 工 ， 一 T 魏 Z<0， 
GO) AD=-| de 
(2) f(z)=( 斑 =) 0O<<z<2r. 
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51= (sinx) 


入 
SS 


TT Se ~ 


_] So 元 Ginr+ Sax) 


so- 生 (sinx sin3x, ox) 


lll Blll rn 


1 1 ,1 
(C) 至 一 训 十 床 一 人 … 一 五. 
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解 (1) 此 函数 为 (一 co ,so) 上 的 逐 段 可 微 的 连续 侦 永 数 ， 
故 6 二 0 (mn 一 1,2,…). 又 有 


ao = 全 | (r 一 z)dz=ri 
一 < | f(zx)cosnrdz= =| 7T—Zx)cosnrdx 
= (cosnn) = (11)"), (n=1,2,.). 
从 而 我 们 有 
f(z)= 取 十 广 (coszr+ 的 


当 z= 一 0 时 ,7(0) 一 r, 故 知 
x 一 王 十 全 (1+ 剖 十 立 十 …)， 


cos3r | cosDL | . ) 


5? 


即 得 (A) 式 . 
(2) 这 是 一 个 逐 段 可 微 的 连续 偶 函 数 , 故 知 
b=0 (n=1,2,…). 
对 于 a,(n 二 0,1,2,…), 我 们 有 


au 一直 (于 =) d= 


Qn -| (于 = ) cosnzdz 


一 人 
x 


| cosnzdz 一 到 | zcosnzdx 


722 


+ 六 | Xi’cosnzrdz 
4Jo 


从 而 可 知 


NA—zx\: x < coOSnzr 
(3 - 半 守 o 


当 z=0 时 ,可 得 到 
nm x 1l 、 
f(0) 二 T= 了 3 十 之 荐 '(B) 成 立 . 


渤 寺 弟 涂 J9Unod 山 | 十 小 
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当 z=x 时 ,得 到 

ne = » 1 

f/(7)=0=Tz+ 这 (一)" 冯 ， 

1 ,1 


一 训 十 …) ，(C) 成 立 . 


例 4” 求 在 |r|<1 时 周期 图 数 
7 十 cos 工 


f(z7) TTFarcosr Tr 
的 Fourier 级 数 . 
解 ” 因 为 对 |r| 二 1, 有 
1 十 2rcoszr 十 rr 守 1 一 2|rlecoszr| 十 7 
宕 1 一 2|r|+r=(1—1r|)*>0, 
所 以 f(z) 是 xz 的 连续 函数 . 
借助 于 复数 表示 式 并 作 变 量 替 换 , 有 


LE 二 er ttl , 
2 2t ” 


午 过 等 冰 Innod 二 | 1 十 洲 


ir 


从 而 可 得 
ritcosz _ tf 十 2rt 十 1 
1 十 2rcosz 二 rr 2[rt 十 (1 十 7)t 十 7+] 


{tt tr | t + 村 |) 
2(t 十 r)(1- 二 rt) 2 1 十 rt 十 r 广 


由 于 |t|=|e*|=1,|r|<1, 故 有 展 式 
£ 1 rt lo/ i 
-7 2 DO)"; 


1+rt 1+rt rr 
工 oo 
二 
从 而 可 知 
ri+coszx _l 


~ -一 一 一 一 ~ — nT ~ _ n—1 n 
1 十 2rcosz 十 于 27r 之 1) 到 十 2 1) | 
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= 二 :> (一 1)" 一 万 + 一 ;一 二 > (—1)"™ rcosnz. 
注意 到 1 上 式 尾 端 之 级 数 是 家 下 全 的 (17| <) 这 说 明 此 


级 数 就 是 左 端 函数 的 Fourier 级 数 . 
类 似 地 ,我 们 有 
FE 一 了 >， (—1)"™ ir'sinnz,|r|<1. 


例 5 求 在 一 1<r 过 1 时 函数 
f(z)=arctan( 

的 Fourier 展 式 . 
解 ” 由 于 f(x) 是 奇 函 数 , 故 a, 一 0 (n 一 0,1,2,…), 又 有 

b, = 之 | (arctan Te )sinnzdz 


Zcosnz rsinx 
二 一 -一 一 arctan 
nn 1l+rcosz|, 


rsinzx ) 
1l+reosz 


条 对 荣 池 IoumoJ 媒 | | 十 液 


Ca r 十 cosz cosnzdzx 
TJo 1+2rcosz+t+r? 


二 二 | >) (—1)* iircoskrcosnzrdzx 
0 k=1 


= 二 > (—1)*-! +| coshzeosnzdz— (CDT, 
nn 二 0 


(xz 一 1,2，…)， 
由 此 知 
arctan (Th) > (一 rm Sa ， 
例 6” 求 函数 
f(x)=ln|2cos 二 下 ,zem+Dr m= 0, +41, +2,...) 
的 Fourier 级 数 展 式 . 


解 ” 因 为 是 偶 浮 数 ,所 以 363 


此 要 学 冰 I9unod 出 | 1 十 流 
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六 一 0 (n=1,2,.…). 
对 于 a,(n==0,1,2,…) 的 计算 ,我 们 有 
Qo = | In(2eos 子 )az 


一 z[ In2dz 十 二 | In ( cos 王 ) dz. 
在 第 二 个 积分 中 作 变 量 替 换 一 一, 易 知 as 一 0. [注意 


| lnsinzdz 王 一 于 3] 
0 2 


应 用 分 部 积分 公式 以 及 变量 替换 z 一 r 一 纪 可 得 


Qn = | In(2cos 到 jcosnzdz 
TJo 


2 
2 zi < 1 pr sinnzxsin 序 
=In (2cos 去) 了 一 dz. 
T 2 nnxJo x 
cos 二 
2 
(if sinnicos 万 
= 所 2 一 | dt (n=1,2,…)., 
"” sin 
引用 公式 
. I 。 1 . 1 
sinnzxcos 二 sin(n 十 豆 ) sin( 一 到 jz 
2 2 2 
一 
sin 了 2sin F 2sin 
sin (+ 5 )z 1 nt sin (一 吾 )z 1 nl 
5 十 之 ， coskz; 一 了 十 之 ， coskxz， 
2sin +*=1 2sin 到 t=1 


可 知 a 一 (二 (wn 二 1,2,…). 最 后 得 到 


工 | nl COSNAT 
In|2cos 玫 | 2 1) 一 
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思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 求 下 列 函 数 的 Fourier 级 数 : 


(1) sin’zx. (2) 了 (z) 一 ao 十 >， (gcoskzrt Bsinkr). 
k=1 
0， 一 X 委 <0， 


sinr，0 和 < 工 万 7. 


(3) zsinz,[ 一 r,r].(4) 7(D=| 
2. 试 证 明 下 列 等 式 


， 3 2 2 
> EE 5 二 I (0<zE2n). 


(提示 : 逐 项 求 导 ) 
3. 试问 下 列 三 角 级 数 是 某 个 函数 的 Fourier 级 数 吗 ? 


(1) 2 So (a>1). (2) 2 sinnx. 
4. 设 e 在 (一 ,xz) 上 的 Fourier 系数 为 ao ,av ,6b,, 试 求 级 


数 


>， (oa cos(27 十 1)Z 十 pisin(27 十 1)) 
n=0 


的 和 | 提示 := 汪 一 ) 


5， 对 于 在 (a,5b) 上 有 定义 的 函数 (x), 若 f(a 十 ) 存 在 , 且 

又 存在 M>0,6>0,e>0, 使 得 
| fa 二 z) 一 Fa 十 )1|<Mze ,0<z<0， 

则 称 了 (xz) 在 点 a 处 满足 右 Lipschitz(a) 条 件 ， 

设 对 任 给 e>>0,PpER([s,o]). 若 P(z) 在 点 二 =0 处 满足 在 
Lipschitz(a) 条 件 , 试 证 明 积 分 

| le(z)— p00F)[. 
a 工 


存在 . 
6. (Lipschitz 判别 法 ) 设 f(x) 是 周期 为 2x 的 函数 ,zo € 
[一 r,x]. 车 存在 M>0,6>0,0<a1, 使 得 
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秆 过 等 交 JonoJ 好 | | 十 以 


[f(zoth)—f(z)|SEMIhl*, —6<h<6, 


试 证 明 
limS, (f, zo ) = f(z ). 


$4 其 他 柄 数 的 Fourier 级 数 


借助 于 Fourier 级 数 的 收敛 定理 ,对 于 不 以 27 为 周期 的 周 
期 函数 ,以 及 只 在 某 区 间 上 定义 的 函数 ,我们 可 以 用 变量 替换 ， 
以 及 周期 延 拓 的 方法 将 其 展 成 Fourier 级 数 . 
4,1 周期 为 2/ 的 函数 


自然 界 以 及 工程 技术 中 所 呈现 的 周期 现象 ,其 运动 ,变化 的 
回复 时 间 可 以 是 各 种 各 样 的 . 因此 ,用 周期 函数 表示 时 ,其 周期 
就 不 一 定 是 27. 为 简便 起 见 , 设 f(z) 是 以 24(!>0) 为 周期 的 周 
期 函数 , 且 fER([ 一 2 站), 则 其 Fourier 系数 为 


了 

“= 了 | f(x)ecos zdxr, 
-i 

(n=0,1,2,.…). QD 


六 = 二 | f(z)sin 人 rdz， 
若 在 点 z 一 moE[ 一 上 站 处 ,7z) 满 足 收敛 条 件 , 则 其 Fourier 级 
数 满足 


字 十 之 (ereos zo +b,sin Fr) = t. @ 


为 证 明 这 一 结论 , 作 变量 替换 二子, 则 当 xz 从 一 / 变 到 / 
时 ,从 一 < 变 到 ,车 记 
g(D) 一 /( 二 上 = 7(z)， 
368 则 gER([ 一 <,z]). 由 第 七 章 6. 1 节 的 换 元 积分 法 可 知 , 当 f€ 


JI9(1)]8 (9 在 [a,B] 上 可 积 . 在 这 里 p( 昌 一 雪 ogf() 一 二 >>0. 


故 耻 ( 研 !] 万 在 [一 ,LJ 上 可 积 , 即 gE RC[ 一 1, 中 ). 又 g(4) 的 周 
期 成 为 2?r, 这 只 需 注 意 到 g (+ 十 2r) = (六 (t+2x) ) 一 


f( 去 :+24) 一 f( 二 :=g(n). 我 们 有 


a.(g)= 去 | g(t)cosntdt= 支 | .A( I jcosnzdt 
1f’ nn 

=- 了 | f(x)cos TTdr, (n=0,1,2,.…); 

b, (= 二 | al)sinnidt= 记 | f( Zt jsinnzdt 


=- 了 | f(x)sin Tzdz (n=1,2,.…). 


因此 ,在 4= 仿 xE[ 一 x， x] 处 ,有 


QB ‘8) 十 > (a, (g)cosnto +6,.(g)sinni) =8 te—) eh +) 


再 将 to 换 回 Xo , 即 得 
学 二 > (ecos 字 Xo 二 Tb,sin zo "= La) Amt) 


例 1 设 f(z) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 , 昌 有 
f(z)=x ,rE[—1,1], 
求 其 Fourier 展 式 ， 
解 ” 易 知 f(z) 是 偶 函 数 , 故 可 得 
6,—0 (n=1,2,.). 
又 和 注意 到 公式 中 之 /一 1, 我 们 有 


1 
a.=2| Tcosnxrdr=(—1)" 一 
0 
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R([a,b]),¥ ER([a,B])E Y(t)>0,9(a)=a, p(B)=b 时 , 
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因为 f(z) 满 足 Dini 条 件 , 且 为 连续 函数 ,所 以 对 任意 的 zx 
E( 一 0c0,00), 有 


a 


zx 二 十 十 
3 二 


_cosmarz， 


吉 袜 邱 
4.2 仅 定 义 在 有 界 区 间 上 的 函数 


到 目前 为 止 ,我 们 所 讨论 的 对 象 都 是 周期 函数 . 对 于 仅 在 区 
间 [a,5] 上 定义 而 无 周期 的 函数 A(x), 是 否 也 可 用 Fourier 级 数 
理论 来 研究 它 的 性 态 ? 结论 是 肯定 的 ,其 方法 就 是 先 将 其 延 拓 
为 一 个 周期 函数 . 即 作 一 个 新 的 函数 f* (xz), 它 是 周期 函数 ,而 
在 原 (a,5) 上 ,f* (7z)=f(z). 因此 ,f/f" (zx) 的 Fourier 级 数 的 收 
敛 情 形 在 (a,6) 上 与 f(z) 完全 相同 . 

其 实 , 将 许多 自然 界 或 工程 技术 中 出 现 的 运动 规律 认定 为 
周期 现象 ,是 基于 以 下 这 样 的 认识 ;人 们 在 相当 长 时 间 的 观察 或 
从 实际 所 获得 的 经 验 中 ,以 及 对 相同 条 件 下 应 产生 相同 规律 的 
法 则 中 得 知 ,这 些 现象 是 重复 出 现 的 ,而 且 把 它 抽象 至 永久 性 ， 
青 在 数学 上 用 定义 于 (一 ,co) 上 的 周期 水 数 来 描述 . 因此 ,人 
们 在 实践 中 并 不 真正 需要 ,也 不 可 能 对 某 现象 的 周期 性 作 无 休 
止 的 考察 . 从 这 一 意义 上 讲 , 对 给 定 在 某 个 区 间 上 的 函数 值 , 它 
是 代表 周期 函数 在 一 个 周期 段 的 变化 规律 呢 ? 还 是 将 其 视 为 周 
期 延 拓 后 一 个 周期 段 的 变化 规律 ? 其 差异 并 不 是 不 可 逾越 的 鸿 
沟 . 这 也 正 是 周期 延 拓 方法 所 具有 的 实际 意义 ， 

1. 对 于 定义 在 { 一 ,和 上 的 可 积 函 数 F(z) ,我 们 从 (一 六 中 
或 [一 ,站 出 发 ,将 其 延 拓 成 以 21 为 周期 的 周期 函数 . 例如 作 函 
数 广 (z) 如 下 ， 


Az)zE( 一 1 

f° Ee 
{4 二 土 ] , 土 2,…). 

易 知 f" (xz) 是 以 24 为 周期 的 周期 图 数 , 且 在 (一 上 和 上 与 拨 z) 


370 ”之 值 相同 . 又 若 在 (一 1, 吕 上 f(x) 满足 收敛 条 件 ,f" (z) 也 然 , 因 
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此 ,了 (zx) 的 Fourier 级 数 展 式 , 当 限定 于 (一 1,7?] 上 考察 时 ,就 
成 为 (xz) 的 Fourier 级 数 展 式 ,这 正 是 我 们 所 需要 的 . 

2， 对 于 定义 在 [0, 上 上 的 可 积 函 数 ,我 们 先 将 它 扩充 定义 
于 [一 ,中 ,然后 再 作 周 期 延 拓 ,并 根据 (1) 而 得 到 它 Fourier 级 
数 . 由 于 扩充 方法 的 多 样 性 ,所 得 Fourier 级 数 就 有 不 同 的 形 
式 . 


第 
十 
(A) 用 变量 营 换 z 一 分 ,并 令 3 
gD)=f (3B)=f(7), << 中 
易 知 p(z) 是 定义 在 [一 1,1] 上 的 可 积 函 数 .于 是 可 用 (一 ) 中 所 述 人 
方法 得 到 [一 /站 上 的 Fourier 级 数 . 把 其 中 变量 上 以 替换 上 一 2z 电 
一 / 换 为 z, 再 限制 x 在 原 有 区 间 [0,1] 上 即 得 f(x) 的 Fourier 
级 数 . 
(B) 作 函 数 


， F(z),zE[0,1]， 
人 (一 帮 (一 z),zE[ 一 1/,0]， 
易 知 三 (z) 是 定义 在 [一 疡 中 上 可 积 的 偶 范 数 . 于 是 , 按 (1) 中 方 
法 将 其 作 24 为 周期 的 周期 延 拓 ,可 得 出 广 (z) 在 [一 上 ,站 上 的 
Fourier 级 数 , 从 而 也 就 有 了 f(z) 在 [0, 如 的 Fourier 级 数 . 注意 
到 f* (z) 是 偶 函 数 , 此 时 所 得 的 是 Fourier 余弦 级 数 , 我 们 也 称 
这 种 方法 为 用 偶 延 拓 法 展 成 余弦 级 数 . 
(C) 作 函 数 
f(x),7XE (0,0), 


fF (TT per), rE (4,0), 
并 令 疡 (0)=0, 广 (一 站 = 一 广 (D, 易 知 广 (z) 是 定义 在 [一 4， 
1/] 上 的 可 积 奇 函 数 . 于 是 , 按 了 中 方法 将 其 作 2 为 周期 的 周期 
延 拓 , 可 得 出 f(z) 在 [一 1,4] 上 的 Fourier 级 数 ,从 而 也 就 有 了 
f(z) 在 [0,1) 上 的 Fourier 级 数 , 注意 到 广 (x) 是 奇 函 数 ,此 时 
所 得 到 的 是 Fourier 正弦 级 数 ,我 们 也 称 这 种 方法 为 用 奇 延 拓 _371 | 
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法 展 成 正弦 级 数 . 
例 1 求 [0, 上 上 函数 F(z) 一 袜 的 Fourier 级 数 展 式 . 


解 (1) 按 上 面 A 中 所 述 方法 ,并 根据 4. 1 节 公 式 @ 及 加 ， 
我 们 有 
ao = 了 | 六 (War=3| Fr(z)dz= 二 | zzdz 一 过 Pi 


| (i)eos d= | f(z)eos qr 


Gn 


一 上 
1 
£ — i — 
= 了 | coOSs nr(27—/) | 一 sin nr(2z—)) Diaz 
4 [ nnJo l 


六 = 二 | rs ; n zt 一 le (—1)” -和 (n=1,2,.…). 


因为 f(x)==z? 在 [0， 上 江 是 收 人 条件 厅 只 XE(0,L) 时 有 
(—1)” Ua s ZX(2Z 一 7) in) 
7 ， 


22 
2 ~ 
”3 + mm L Tx 
2 
而 对 + 二 0,4, 上述 Fourier 级 数 收敛 于 


(2) 用 偶 延 拓 法 作 余弦 级 数 展开 , 即 作 
六 (zz) 一 好 一 / 委 z 委 /. 


从 而 按 4, 1 节 公 式 四 及 @ ,可 得 


1 2 
b=0 (n=1,2,.…); “= 了 | zzdz 一 全 ; 
0 


a = | zcos rdr= 3 4r (n=1,2,.). 
根据 收敛 条 件 , 并 注意 到 f(x) 的 连续 性 可 知 ， 


+ 答 7 > SL Voos 2TE ， 0<z 委 /. 
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1 4 1 1 
0= 了 一 守 (1 一下 + 一 …) 
由 此 又 得 (1! 二 1) 
1 1 1 ne? 
lt gt 


(2) 用 奇 延 拓 作 正弦 级 数 展开 , 即 作 
。 加 2 ， ZE(0,7]， 
7/ =-{ rz€E(—1,0]. 
从 而 按 4, 1 节 公式 四 以 及 @ ,可 得 
a;—=0, (n=0,]1,2,..). 
| 2 “| 
一 22cos 一 一 


=2 a sin xdz 一 了 三 
lnx 


t 
| 2zcos dr 
0 Ll 


2 2 
= 一 2 cosnr 十 全 i(cosnx—1) 
nn mx 


2， 是 偶数 ， 


nn 
= (n=1,2,.) 


8, n 是 奇数 . 
因为 除 z= 土 ! 外 , f(z) 在 (一 1,L) 上 是 连续 的 ,根据 收敛 定 
理 可 知 


sD 2 4 nr 
z= 2 | i a sin T7077. 


在 x=L 处, 上述 Fourier 级 数 收敛 到 0. 由 此 知 上 述 公 式 在 [0， 
站 上 成 立 ， 


_[z]- 工 ,zx 
ro 二 [z] 一 广 ，z 非 整数 ， 
0， 其 他 . 


在 | - 六 去 的 Fourier 级 数 展 式 . 
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结 过 尝 冰 IJ9Uno 本 者 | 1 十 疏 


374 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 
解 (1) 我 们 有 
Hz+I) 一 z 十 1 一 [z+1] 一 部 


一 z 十 1 一 ([z] 十 1) 一 却 =z 一 [z] 一 二 一 Az)， 
即 f(z) 是 周期 为 1 的 周期 函数 . 又 由 
7( 一 z)= 一 z 一 [一 z] 一 二 = 一 人 二 [一 站 + 去 +1 一 1 


= 一 |z+0 一 可 一 去 |= 一 人 一 [一 到 = 一 Fr)， 


可 知 .A(z) 是 奇 函 数 . 
(2) AF(Cz) 是 奇 函 数 ,我 们 有 
a 一 0 (n=0,1,2,.); 


b=2| ，7(z)sin(2mrz)dz=4| f(z)sin(2nnz)dr 


-和 (x 一 喜 )sin(2nnz)dz= 一 二 (n=1,2,.…). 
从 而 得 
zt—{z] 天 sin(2am)， (z€[—3 SE 司 ]) 


3， 对 于 定义 在 [ea, 引 上 的 可 积 函 数 六 xz) ,其 Fourier 级 数 
为 
2 十 > {arcos nr(2r—a—b) | sin 0), 


ba 一 和 
其 Fourier 系数 为 
a 一 mL2Z 一 4 一 妇 (n=0,1,2,.…); 
b—a 
. NN(2zx—a—6b) 呈 
b, = pe dz (n=1,2,…). 
实际 上 ,用 变量 替换 
= "(27 0) en, 


pb—a 
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F()=—/f( et = f(z), 


则 F(z) 是 [一 x,*] 的 可 积 沙 数 .将 F(z) 作 周 期 为 2x 在 (一 ， 
coo) 上 的 延 拓 ,并 求 出 其 Fourier 级 数 , 然 后 再 把 t 换 为 +, 即 可 
得 出 上 述 公式 . 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 ; 

1. 求 下 列 函 数 的 Fourier 余弦 级 数 展 式 

Wf SY (00) f(r)= 1 SS 
2—z，1<z 人 2. 0, a<r 人 en. 


2. 求 下 列 函 数 的 Fourier 正弦 级 数 展 式 . 
(1) f(x)=cos2z, [0<zr<n]. (2) Hz)=z 一 瑟 ,[0,1]， 
3. 设 JER([o,zr]), 且 Fr 一 z)= zz) 
(1) 若 将 f(z) 展 成 余弦 级 数 , 试 证 明 ax =0. 
(2) 若 将 f(x) 展 成 正弦 级 数 , 试 证 明 b, 一 0. 
工 ， 0o<r< 了 ， 


4. 设 F(z) 一 | 且 其 Fourier 级 数 的 和 函 
2 一 27， <z<1 ， 


数 为 S(z) 一 他 十 > anCOSNX , an =2| f(z)cosnxxdz, 试 证 明 
# 二 1 0 


3 S Fourier 级 数 的 其 他 收 钱 意义 


从 前 面 的 讨论 已 暗示 出 , 若 对 函数 不 附加 其 他 条 件 , 则 其 
Fourier 级 数 是 有 可 能 发 散 的 , 如 果 我 们 改变 (点 ) 收 敛 的 方式 ， 
那么 情况 就 不 同 了 . 这 是 课题 的 数学 性 质 更 深层 次 的 挖掘 和 研 
究 的 体现 ,有 着 重要 的 应 用 . 下 面 我 们 总 假定 函数 以 2x 为 周期 ，_375 
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且 在 [一 x*,x] 上 可 积 (在 反常 积分 意义 下 还 要 求 绝 对 可 积 ). 
5.1 算术 平均 求 和 


设 有 数组 wa ,a ,… ,a ,我 们 称 数 
tast ta, 


n 


为 该 数组 的 算术 平均 ( 值 ) 
对 于 一 个 数值 级 数 > a , 作 其 部 分 和 数列 
So =ao,Si—=aoTal,,S, = > Qh, 
则 称 
(n=0,1,2,) 
为 部 分 和 数列 作出 的 算术 平均 数列 . 若 存在 极限 


limso, =0o, 
mco 


则 称 级 数 了 ) a 可 算术 平均 求 和 , 称 o 为 a, 的 算术 平均 和 
( 亦 称 (C,1) 求 和 ). 

易 知 , 若 > a, 收敛 且 其 和 为 S, 则 3) a, 可 算术 平均 求 
和 ,其 和 也 为 S. 

对 于 函数 f(z) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 S, (xz)defS, (了,z) 
(mn 一 0,1,2,…), 作 其 算术 平均 


,0) = D+ (s+ ts) (70,12,..), 


1 rr sin{(n 十 到 
S.(z)= 二 | Faz+D 一 人 
2sin 二 
376 2 


dt 
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n 


> [coskt—cos(k 十 1)z] 


是 二 0 


1 
4(n 二 1)sin? 部 
sin? tl, 
1l—costntDi_ 2 
4(n 二 1)sin’ 六 2(mz 十 1)sinme 己 


可 得 
nn 十] 


sin? i 


ba 


oz)=E| f(zt) GD de,B,(2)= 


2(n 二 1)sin 了 


(7) 称 为 FejérD 核 ,0, (xz) 称 为 f(x) 的 Fejér 积分 (Fourier 级 
数 部 分 和 的 算术 平均 ). 


引 理 12, 4 ( Fejtr 核 并 
的 性 质 ) 
(1) 更 (zi) 是 在 
(一 oo,co) 上 的 非 负 偶 函 
数 ; 
(B= 
图 12-6 


@ 费 耶 (1880 一 1959) ,匈牙利 数学 家 . 
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(3) 二 | G。 (Dd= 二 | B, (1)=1. 


(图 12-6) 
证 明 (1) 人 (2) 我 们 有 


1 
(0) = 二 > D.(0)=; 填 (4+ 训 
1 于 1 
soc 
(3) 注意 到 二 I poe 

lf* 1 2 ] fr 1 . 

#| (d= ) 3 二 | Di() d= 2 工 一 工 . 
推论 12,5 对 任意 的 S;:0<S<r ,有 lim max @, (1t)=0, 
证 明 ”因为 我 们 有 

0<8, (1)< ! 


2(m 十 1)sine 六 


所 以 在 [一 r,6JU[6,r] 上 有 下， (DSFTI) 1 , 即 得 所 证 , 


对 于 [一 x,x] 上 的 连续 晃 数 f(x), 若 有 f( 一 7) = Fr) ,我 
们 总 可 以 将 /zxz) 以 2x 为 周期 延 拓 到 全 直线 (一 co,ce) 上 .下 
面 ,为 方便 起 见 , 延 拓 后 的 函数 仍 记 为 六 z) , 它 当 然 是 一 致 连续 
的 . 

定理 12. 10 ( Fejtr) 设 /ECICL 一 rr]), 且 太一 r) 一 
了 (7), 则 在 [一 x,xj) 上 其 Fourier 级 数 可 算术 平均 求 和 于 
f(z). 

证 明 任 取 xz€E[ 一 x,xj], 对 任 给 e>0 ,我 们 有 


BAA EE 
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= 位 [+ 二 + je-Aaz+old=nTE+ 
Ls. 
这 里 5>0 取 法 如 下 :使 得 
(f(z)—f(2) 1 <3, |r —r |<6. 
由 此 知 
< | oOdas<S | B,(t)dt=3. 
为 估计 五 ,不妨 假 定 | f(z) | <M，zE [一 xm], 从 而 对 
任意 的 zE [ 一 x,z] 有 
有 < 二 | BFA td 


< ,< max®,(2)| dt 
TR 1€E[d,r] 8 


_2M(x—6) 


Tn 


max $, (1)<2M max$, (1). 
1E [sx] rE [5,z] 
由 此 可 知 ( 见 推论 12. 4) ,存在 m, 当 w>m 时 有 五 < 地. 类 似 地 


可 推 得 五 < 了 
综 上 所 述 ,存在 z , 当 xz>m 时 ,对 一 切 xE [一 r,r] 得 到 
|f(zx)—o, (7)|<e. 
推论 12.6 设 fEC([ 一 7,7]), 且 f( 一 x) 二 (7). 若 f(x) 
的 Fourier 级 数 在 点 zeE [一 r,z] 上 收敛 , 则 必 收 敛 于 f(zxo). 
证 明 由 题 设 知 ,存在 4 使 得 limSu( Aro) 一 / 
由 此 自然 有 limo, (zo ) 二 4. 而 根据 Fejér 定理 可 知 
limo, (zo)= f(zo), l= f(z). 
定理 12. 11(Weierstrass) 若 FEC([ 一 r,x]), 且 太一 r) 
一 Fr) , 则 对 任 给 e>0 ,存在 三 角 多 项 式 T(z) ,使 得 
[f(x)—T(z)|<e, xzEL—7,"™], 379 
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证 明 ”因为 f(x) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 S,(f,r) (2 一 0， 
1,2,…) 是 三 角 多 项 式 ,所 以 Fejér 和 o,(z) 也 是 三 角 多 项 式 . 从 
而 取 T(z) 为 Fejér 和 ( 阶 不 超过 1) 即 可 . 


5.2 封闭 系 , 均 方 收 敛 


对 于 一 个 函数 类 9G( 由 满足 某 种 条 件 的 所 有 函数 的 全 体形 
成 的 集合 ), 如果 能 从 多 中 找 出 较 简明 而 有 规则 的 一 列 荡 数 
lp, (x) | ,使 得 对 于 乡 中 的 任意 一 个 帮 x+), 均 可 用 1p, (xz) 中 的 
有 限 个 线性 组 合 在 某 种 意义 下 通 近 ./z) ,那么 对 于 研究 多 自然 
是 十 分 有 利 的 . 

定义 12.2 设 多 是 所 有 定义 在 [a,b] 上 的 某 个 函数 类 , 且 
在 多 中 有 一 列 函 数 

p(T) ,p(T) ,Pa I), 

车 fe ,对 于 任 给 >>0, 存 在 有 限 个 函数 9 (z) ,gr (z)，…， 
9 (Zz) ,以 及 实数 入 ,4s ，… ,4 使 得 
| f(x)—[A ps (x) ps, (z) 十 十 op (7) <e, rE La,b], 
则 称 {9, (zx) 在 中 在 一 致 通 近 的 意义 下 是 封闭 的 , 称 | 9, (zz) 
在 一 致 通 近 意 义 下 是 多 中 的 封闭 系 . 

从 这 一 术语 来 讲 ,那么 Weierstrass 的 两 种 逼近 定理 可 以 重 
述 如 下 : 

(1) z 的 非 负 整 数 宕 函数 列 

1 ,xz2 

在 一 致 逼近 意义 下 是 [a, 旨 上 连续 函数 类 C([a,6]) 中 的 封闭 
系 . 

(2) 三 角 了 基数 系 

1 ,cosz, sinx," ,COSNZX, SINNZX,** 

在 一 致 逼近 意义 下 是 函数 类 9 一 |AEC(Cla ,oj):AC 一 r) 一 
f(7)|} 中 的 封闭 系 . 

现在 ,让 我 们 来 考察 另 一 种 盘 近 的 意义 , 即 所 谓 均 方 逼近 ， 
它 不 是 从 逐 点 函数 值 的 误差 来 表示 有 逼 近 的 程度 ,而 是 用 积分 平 
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均 的 意义 审查 它们 之 间 误 差 的 . 此 外 ,考虑 到 数学 结构 上 的 优越 
性 , 先 取 其 平方 , 即 g(x) 副 近 f(zx) 的 程度 以 

| [f(z)—g(z) Yar 
来 度量 . 

为 此 ,自然 认为 其 背景 (函数 类 ) 应 是 在 [a,5] 上 平方 可 积 的 
函数 类 , 记 为 F([a,6]), 或 /ER([a,b] (此 时 有 EE 
R([a,6])); 或 在 f(x) 反常 可 积 时 ,还 要 求 瑚 (z) 在 La, 上 反 
常 可 积 . 

若 fEZF([a,b]),gEF([a,b]),; 则 由 Cauchy-Schwarz 
不 等 式 


六 ma ea) ef rene) (foeeoa ， 


可 知 f(x)* g(x) 是 绝对 可 积 的 . 

若 取 g(x) 志 1 ,zxE€[a,6b], 则 说 明 当 fE€EZ*([a,6]) 时 , f(z) 
在 [a,5] 上 是 绝对 可 积 的 . 

定理 12.12 设 f€98?([ 一 x,7w]), 且 

7(z) 一 学 十 > (a,cosnzt bsinnz), 
则 
LaD-s Ca]dz=min| [f(z)—T,(z) Jdr, O 

其 中 最 小 值 是 对 不 超过 =” 阶 的 一 切 三 角 多 项 式 T,(z) 而 取 的 . 
此 外 ,还 有 Bessel 不 等 式 


$+ Dy te) Sa| Ptz)dz @ 
成 立 


证 明 不 妨 设 三 角 多 项 式 为 


QD 贝 塞 尔 (1784 一 1846 ) ,德国 数学 家 , 此 不 等 式 是 在 1829 年 证 明 的 ， 
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T, (z)= 多 + > (Aicoskr+ Bisinkz), 


那么 根据 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ,可 得 
人 Cream 一 mc)]dz=| Ptzdz 


2 中 
+ 全 + 立 (Ai+B) | 
二 1 


天 Andet > As| f(z)eoshzrdr 


+B,| f(z)sinkzdz 


秆 浊 荣 沪 JHNnO04I 由 | 1 十 小 


-=| f(r)drtr[ 代 + (it) | 
一 2r 他 +> (asAit+bB, ) | 
= farts[ Fe + (Me) + (Bb) | 


2 n 
一 | 全 + (+t) | 
k=1 


由 此 可 知 , 当 Ao=ao , 且 
A,=a,, B,=6b, (2 一 1,2,…) 


时 , 即 T(x) 是 S,(j,z) 时 ,上 式 左 端 取 到 最 小 值 , 式 中 成 立 . 
当世 (z) 一 Su(Az) 时 ,由 上 知 


o<| [Fa 一 sS,(/z)]?dz 
= F(a-r| + (ai + 号 ) |， 


1 4 2 
0 £1 fa) dr>Y+ 2 (Ce 的) 


数学 分 析 ( 第 二 册 》 


令 "一 oo , 即 得 式 @. 

注 ”由 Bessel 不 等 式 可 知 ,不 论 f(x) 的 Fourier 级 数 是 否 
收 合 ,其 Fourier 系数 平方 和 之 级 数 一 定 收敛 . 

定义 12.3 设 多 (fia,b) 中 有 一 函数 系 上 2 (zx)). 若 了/ 
和 于 ([a,b) ,对 任 给 s 盖 0, 存 在 有 限 个 函数 wo, (z),p。(z)， 
… ,9 《( 工 ) ,以 及 实数 A ,0z ，… An 使 得 


pA 


则 称 {q, (zx)1 是 多:([a,51) 中 在 均 方 (平方 平均 } 盈 近 的 意义 下 
的 封闭 系 ,或 说 {9, (x) 在 (La,61) 中 以 均 方 通 近 的 意义 是 封 
闭 的 . 

定理 12. 13 在 满足 条 件 f( 一 x) 二 f(x) 且 在 [一 x*,x] 上 连 
续 的 f(x) 全 体形 成 的 函数 类 中 ,三 角 函 数 系 在 均 方 逼近 的 意义 
下 是 封闭 的 . 

证 明 设 fEC([ 一 x,"]), 且 f( 一 x)== 了 (7w), 根 据 三 角 函 
数 系 在 一 致 允 近 的 意义 下 的 封闭 性 可 知 ,对 任 给 。e 汪 0, 存 在 三 
角 多 项 式 T(x) ,使 得 

Hao-TaI< 生 ， rE€E[—x,x]. 
由 此 立即 得 出 


| [7(z) 一 T(z)]dz< 志 | ldr=e. 

定理 12. 14 三 角 函 数 系 以 均 方 逼近 的 意义 在 光 "([ 一 r， 
x]) 中 封闭 . 

证 明 (1) 设 FER([ 一 r,x]) ,不 妨 假定 f( 一 x)=f(7). 
(修改 一 个 点 上 的 函数 值 ,不 影响 可 积 性 及 积分 值 ) 易 知 此 时 对 
任 给 e 渤 0, 存 在 gE€EC([ 一 x,7]), 且 g( 一 x) 二 g(x), 使 得 ( 见 第 
七 章 注 记 ( 二 ) 命 题 7. 3) 

| lf(2) -gn) dr<§. 
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应 用 定理 12. 13 于 g(x), 可 知 存 在 三 角 多 项 式 T(x) ,使 得 
| ec 一 Ta)Pdz<S 
综 上 所 述 ,我 们 有 
| LoD-T(z)]dz=| [f(z)—a(z)] 
十 [g(z) 一 T(z)]jzdz 
<e. 


< a) Part a(n -Ta) de 
(2) 设 fEg:([ 一 xx]) ,不 妨 假定 x 一 x 是 f(z) 的 唯一 瑞 
点 .此 时 ,对 任 给 s> 0, 存 在 i>0, 使 得 |”, 产 (z)dz<< 呈 . 作 函 


数 : 
Fa，ze[ 一 xx)， 
AD= 人 ) Tea 


目 令 f(z)=f(z) 一 及 (z),zE[ 一 x,"], 则 因 在 [x 一 6,x] 上 ， 
f(x) 二 f(z), 所 以 有 
[i(z)dz<§. 
又 因 有 ER([ 一 x,x]), 所 以 由 (1) 知 ,存在 三 角 多 项 式 T(z) ,使 
得 
| 5Adz) 一 TCD)]*dz< 癌 
这 样 ,注意 到 f(x) 二 所 (z) 十 所 (x) ,可 得 
六 crop-TeoPdaz=-| [f(z2) T(r) + fz) dr 
< 外 [Ais) Ta) art4| f(r)dr<e. 
定理 12. 15 (Parseval 等 式 ) 设 fE9?([ 一 x,7x]), 上 是 


中 由 斯 瓦尔 (1755 一 1836) ,法国 数学 家 , 此 等 式 是 在 1779 年 证 明 的 . 
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f(z)~~ 字 十 > (ancosnz 十 b,sinnz), 则 


+ 3 attt) = f(z)dz. ® 


式 @ 也 称 为 Parseval( 封闭 ) 关 系 . 
证 明 对 任 给 s 盖 0, 由 三 角 函 数 系 的 封闭 性 可 知 ,存在 革 
个 不 超过 阶 的 三 角 多 项 式 T(x) ,使 得 


E| [f(z2) -T(z) dr<e. 
又 根据 S, (7,z) 的 均 方 逼 近 的 极 小 性 : 
| fn) Sf, Fdz< | La)-TGz)]'dr， 
我 们 有 


咎 雪 扫 阔 J9umod 贡 | 1 十 洲 


0 < Flr) [d+ (+ 的 ] 


< fC) [+ (+6)] 


<#|- 
= [6)—s,(f ,2) dz 
< 二 | [ F(z) 一 T(z)]:dz<e. 


再 由 的 任意 性 即 得 所 证 . 
推论 12.7 设 fE82([ 一 r,r]), 则 


lim| [f(z)—S,(f,z) J dr=0, 
证 明 结论 可 在 等 式 
[ Lf) -S.Cf,z) dz 


= | F(z)dz 一 "| 名 + De + 经 ) | 


中 令 n 一 oo 直接 得 出 . 385 
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定理 12.16{( 广 义 Parseval 等 式 ) 设 F(z),g(z) 是 [一 f， 
r] 上 的 平方 可 积 函 数 , 则 


E| fondr= Pt Deathb). 国 
其 中 Uo san ,br (n=1,2, …) 是 f(zr) 的 Fourier 系数 jiao ,Qn,B.(n 
一 1,2,…) 是 g(z) 的 Fourier 系数 . 

证 明 对 f(x) 十 g(x),f(x) 一 g(x) 的 Parseval 关系 ,我 们 


有 
去 | .LACz)+e(z)]*dz 


(| > [ (a )?+(b, +B )?], 
二 | Lf) eC) de 
= (3+ Do, 0) tb )]. 
将 上 两 式 相 减 ,可 知 
| far) dr—2a00 +4 D) Caen tbbs). 


即 得 所 证 . 

注 在 式 @ 中 取 g(x) 二 f(x), 则 化 为 Parseval 等 式 ， 

定理 12.17( 唯 一 性 ) 设 FEC([ 一 r,r]),gEC([ 一 r， 
工 ])， 

(1) 若 f(x) 的 Fourier 系数 全 为 0:ao 一 0,a, 王 6, 二 0 (2 一 
1,2,…), 则 f(z) 寺 0. 

(2) 若 f(z) 与 g(z) 的 Fourier 系数 全 相等 , 则 f(x) 王 
S(z),zE[ 一 rr]. 

证 明 (1) 由 题 设 知 

a:=0,a:=06:=0 (n=1,2,.…). 
386 ”从 而 由 Parseval 等 式 得 到 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


二 | f(x)dr=0. 
因为 /EC([ 一 x,x]), 所 以 f(x) 二 0 
(2) 令 g(z)=f(zx) 一 g(x), 则 由 题 设 知 g(x) 的 Fourier 系 
数 全 为 0. 从 而 得 到 
p(x)=0, zxEL—7,r]. 
这 就 是 说 f(x) 一 g(x)==0,z€E[ 一 ,7]. 即 得 所 证 . 
定理 12.18 设 JEC( 一 r,r]), 且 


F(z) 一 全 十 > (a,cosnZz 二 b, sinnx). 
n=1 


车 上 式 右 端 级 数 在 [一 x,x] 上 一 致 收敛 , 则 该 级 数 一 致 收敛 于 
f(z). 

证 了 明 ” 记 该 级 数 的 和 水 数 为 SCz) , 易 知 SCz) 在 [一 r,zr] 上 
连续 , 且 S(z) 的 Fourier 系数 为 ao ,4 ,b(n 二 1,2,…). 这 就 是 
说 , f(z) 与 S(z) 有 相同 的 Fourier 系数 ,从 而 有 


f(x)=S(z) 一 好 十 之 (ancosnzb,sinnz). 


思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 

1， 试 举 出 在 [0,1] 上 Riemann 可 积 函 数列 { 亡 (z)} 以 及 上 
ER([0,1]), 使 得 六 (z) 在 [0,1] 中 的 任 一 点 二 上 均 不 收敛 于 
了 (x), 但 有 

lim| [A(z) 一 FLz)] dz 一 0 
(提示 :不 妨 取 f(x) 寺 0, 转 而 考察 面积 趋 于 0 的 户 (z). ) 

2. 设 0 和 a<b 达 十 %o, 试 证 明 函 数 系 1,x? ,x ，… ,x”,… 在 
R([a,b]) 中 以 均 方 收敛 意义 是 封闭 的 . 

3. 试 证 明 三 角 函 数 系 1, cosz, cos2z,…, cosnx,*… 在 
R([0,7]) 中 以 均 方 通 近 意义 下 是 封闭 的 . 

4. 试问 三 角 级 数 

> COSnZzt sinnz 
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是 897([ 一 x,*]) 中 某 个 函数 的 Fourier 级 数 吗 ? 
5. 车 fE R([ 一 x,7]), 试 证 明 


Cr 一 sadzs| [f(z)—S,( fr) de. 
6. 设 f,g€ER([ 一 x,7]), 若 f(x) 与 g(x) 的 Fourier 系数 全 
相等 , 试 证 明 
| Im 一 az)ldr=0. 
7. 者 三 角 级 数 
P+ (Arcoskst Bisinkz) 


在 [一 zx,x] 上 一 致 收敛 ,试问 级 数 > (4 十 及 ) 是 否 收敛 ? 


5.3 一 致 收敛 ,Fourier 级 数 的 微分 和 积分 


我 们 知道 ,一 个 局 部 可 积 的 周期 (2r) 函 数 , 其 Fourier 级 数 
是 可 以 不 收敛 的 ,不 过 其 Fourier 系数 的 平方 和 级 数 


| > (a?+6:) 
是 收敛 的 . 从 而 可 知 级 数 
< ja | 十 |6, | 


也 是 收敛 的 . 这 些 特性 为 获得 Fourier 级 数 的 微分 和 积分 公式 
葛 定 了 基础 . 

定理 12.19 设 AEC([ 一 r,rx]), 且 是 以 2x 为 周期 的 函 
数 . 若 F(z) 在 [一 r,r] 上 逐 段 可 微 , 且 ER([ 一 ,7#]), 则 f(z) 
的 Fourier 级 数 在 [一 x,x] 上 一 致 收敛 于 f(z): 


f(z)= 学 十 > (ascosnzt+b,sinnz) ,rE[—n,7] OD 
证 明 ”为 证 式 @ 右 端 级 数 的 一 致 收敛 性 ,我 们 来 考察 
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> (altlhl). 
根据 f(z) 与 (x) 的 Fourier 系数 的 关系 ,我 们 有 
3D) (lal +lbl) 
la (fF )|+16,(f)| 
< 


<| 2 lap) lo OI) ( > 直 | 
< 人 Da (GE 


<($) (rre) . 
从 而 可 知 级 数 中 (绝对 ) 一 致 收敛 , 又 因为 (zx) 连续 ,所 以 式 @ 
成 立 . 
推论 12.8 在 上 述 定理 的 条 件 下 ,还 可 得 出 级 数 人 的 部 分 
和 收敛 速率 的 估计 : 
En 


A 


(n=1,2,…), 四 


其 中 es 一 0 (> 一 co )， 
证 明 式 @ 可 从 不 等 式 


max| f(r)—S.(f,7) < 2 [a N+Ib( NN] 
一 k=ntl 


-六 Oe | > 直 ] 


k=n+1 = 1 

ft dr | 符 z En 

坚 ] <e( 三 时 | = 所 

< (> ,时 | | a 归 Vn 
得 到 ,其 中 
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.=| SONAGAOLIE ASO 0 (no00). 


推论 12.9 设 fEC*?([ 一 x,7])(k 之 1), 且 是 以 2x 为 
局 期 的 函数 , 若 /zz) 在 [一 r,r] 上 上 次 逐 段 可 微 , 且 /和 
R([ 一 x,7]), 则 


max| f(z)—S$,(f,7) | < (n=1,2,). 
—n,n Nn 了 


其 中 6 一 0 (n 一 00). 

证 明 咯 . 

定理 12. 20( 逐 项 微分 ) 设 /EC (一 r,xj), 且 是 以 2x 
为 周期 的 函数 . 若 在 [一 *,x] 上 除 有 限 个 点 外 了 (zx) 存在 , 且 矿 
ER([ 一 x,7"j]), 则 对 A(x) 的 Fourier 展 式 ， 


业 必 党 冰 J9Hmo4 由 11 十 器 


f(x)== 邹 十 > (a,cosnzt b, sinnx) 
可 在 [一 r,r] 上 进行 逐 项 微分 : 
f (x)= 3 (nb,cosnz—na,sinnz), 全 


且 式 图 中 的 级 数 是 一 致 收敛 的 . 
证 明 结论 可 从 函数 项 级 数 逐 项 微分 定理 以 及 定理 12. 19 


导出 . . 
定理 12.21(Du Bois Reymond) 设 fER(CI 一 r,r]), 且 是 


以 2 为 周期 的 函数 , 则 对 A(x) 的 Fourier 级 数 
f(z)~ 写 十 > (a,cosnz Db, sinnzr) 
可 进行 逐 项 积分 ; 
| FOr= 多 z+ > (Ssinnztb, 一 )， @ 


且 右 端 级 数 是 一 致 收敛 的 . 
证 明 对 任意 给 定 的 zxE [0,2r], 考 察 以 2x 为 周期 的 沿 
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三 ， 1 一 0 ,1!t 一 工 ， 
Sb) 一 Le 1€ (0,7x), 
0, #1E€E (zx,2x). 
易 知 aol(g) 二 zx, 且 有 
a (8)=— 二 | reosntdi— Se (n =1,2,.); 


b(g)= 记 | rsinnidt=-— 2 (n 一 1,2,…). 


根据 f 与 g 的 广义 Parseval 等 式 ,可 知 
二 | f(t) d= 人 + > (< Se 4p, cosnz),zE[0,2r]， 


即 得 式 @. 又 因为 


入 时 芝 沙 IBUNn0J] 山 | 1 十 尘 


lol+la 


n=1 7 


所 以 式 田 中 级 数 在 [0,2r] 上 是 一 致 收敛 的 . 
推论 12. 10 设 f(x) 满 足 定理 12. 21 中 的 条 件 ,并 令 F(z) 


=| [6 名], 则 


F(z)= > 元 十 之 ， (—eosnr+ esinnz)， 全 


且 右 端 级 数 在 [一 x,x] 上 一 致 收敛 . 

证 明 式 加 可 从 式 @ 立 即 得 出 ,而 级 数 的 一 致 收敛 性 也 可 
应 用 Weierstrass MM 判别 法 来 证 明 . 因此 , 式 @ 中 级 数 也 是 F(x) 
的 Fourier 级 数 . 


注 若 /(z) 是 连续 的 周期 (27) 函数, 且 |”f(z)dz==0, 则 
a 一 0. 此 时 式 @ 成 为 
F(z)=] f= DD E+ DB (~eosnzt sinnr). 
注意 到 上 式 右 疝 是 f(z) 的 一 个 原 卫 数 , 它 与 /(z) 的 任 一 原 _391 
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函数 @B(z) 只 差 一 常数 . 从 而 在 @B( 一 x) 王 @G(r) 时 ,我们 有 
G(X)=C+ > (—cosnz+ esinnz). 

其 中 C 是 常数 ,可 由 具体 情况 下 的 特殊 点 值 定 出 . 这 就 是 暗示 

我 们 ,如 果 我 们 求 得 f(z) 的 Fourier 级 数 , 那 未 f(x) 可 由 上 述 

公式 得 到 . 


， 
例 1 沪 一 rz 十 可 一 2 2) SS (0Sz<2r). 
3 一 ] 


证 明 已 知 呈 (一 》) sme (0<z<2r). 从 而 有 


* xt, < fr sinnt 
| 7 4= | 7 dt， 


或 写成 
Tt x lcosnr x cosnr 
37 4 
由 此 即 得 所 证 ， 


例 2 考察 以 2r 为 周期 的 函数 f(x) 二 ln(1 十 2rcosz 十 r?)， 
|r| 过 1 的 Fourier 展 式 . 
易 知 F(z) 在 (一 ,ce) 上 连续 ,还 有 
ln(1+2rcosz+ 7 )=—— 


2rsinx » 


1 二 2rcoszx 二 rr? 
此 导 函 数 也 在 (一 ce,co) 上 连续 , 且 已 知 有 Fourier 展 式 


2rsinz ~ i 
一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 1 nn mn ， 
1 十 2rcosz 十 产 2 之 (Tl)™ rsinnr 


从 而 根据 逐 项 积分 定理 可 得 
ln(1 十 2rcosx 十 到 ) 一 2 > (—1)"! Tcosnz+C. 


令 工 二 0, 从 等 式 
In(14+7)—2 5S) (一 D) 一 :到 十 C 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) | 


可 知 C=0. 
最 后 ,我们 获得 展 式 


jn(1 十 2rcosz 十 天 ?一 2 之 (一 D) 一 于 cosnz， | 了 过]1. 


注意 到 在 z 隆 人 (mm 一 0, 士 1, 士 2…),r 一 1 时 ,上 
述 公式 成 立 , 故 又 有 

ln2(1 十 cosz) 一 2ln2 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 ， 


1. 设 F(z) 在 [0,r] 上 可 微 , 且 fF ER([0,x]). 若 /(0)= 
(rr) 一 0. 试 证 明 


[F(z)dz<Af LPGa]az 
2. 设 7(z) 在 [一 x,x] 上 可 微 , 且 疡 ER([ 一 x,rx]). 若 
f( 一 )=f(w), 且 | KGz) dz 一 0, 试 证 明 | f(z) dz<< 


工 isi (—1)” 
COS 2 | =: 之 COSNnX. 


n 


[rr) Tdz. 

3, 设 /(z) 是 [一 ,x] 上 连续 可 微 的 周期 (27) 函数, 试 证 明 
f(t f(a)= ED feost C2nt D(z)]d. 

4 设 JER(I 一 xn]) 是 以 2x 为 周期 的 函数 , 且 w sa 
==1,2,…) 是 其 Fourier 系数 , 试 求 函 数 玉 (z) 一 区 | f(t) 由 
(>0) 的 Fourier 系数 . 

(如 示 :2)= 玄 |] FD 一] “GD |, 先 求 Fu(z) 


的 Fourier 级 数 
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(一 ) 三 角 级 数 发 展 史 简 介 

在 数学 发 展 史 上 ,有 关 三 角 级 数 的 论述 ,虽然 在 18 世纪 初期 ,早已 在 
D. Bernoulli 以 及 D. Alember 等 人 关于 弦 振 动 的 研究 工作 中 出 现 , 但 只 是 
在 1822 年 法 国 数学 家 和 物理 学 家 Fourier 发 表 了 和 名著 《 热 的 解析 理论 ?之 
后 ,人 们 才 看 到 了 三 角 级 数 的 系统 应 用 ,明白 了 三 角 级 数 的 效力 和 重要 
性 ,从 而 引起 了 众多 数学 家 的 关注 ,并 对 以 f(z) 生成 的 三 角 级 数 赋 于 Fou- 
rier 级 数 的 名 称 . 

Fourier 关于 热传导 理论 的 研究 ,可 以 说 在 19 世纪 数学 物理 领域 中 是 
最 具 大 胆 创 新 和 有 影响 的 工作 ,是 探讨 热传导 方法 的 先驱 . 其 中 ,在 关于 
可 将 一 个 也 数 展 成 三 角 级 数 的 论述 中 ,蕴含 着 许多 当时 数学 界 还 未 曾 真 
正 建立 起 来 的 重要 概念 . 如 随意 使 用 不 连续 函数 ;把 积分 当 作 面积 来 认 
识 ,而 不 是 传统 的 反 导 数 :涉及 尚未 明确 定义 的 级 数 收敛 性 等 等 . 因此 ,从 
数学 上 看 ,他 的 论证 是 不 严谨 的 , 但 由 于 这 一 工作 在 应 用 上 的 成 功 ,致使 
许多 数学 家 感到 解决 有 关 课 题 的 迫切 性 . 从 而 在 随后 的 几 十 年 间 ,相继 地 
建立 起 函数 的 定义 (Dirichlet), 级 数 收敛 的 定义 (Cauchy), 积分 的 定义 
(Riemann) , 甚至 导出 一 致 连续 以 及 一 致 收敛 的 概念 ( Weierstrass) , 为 今 
日 之 数学 分 析 内 容 体系 奠定 了 基础 ,也 使 Fourier 级 数 的 理论 走 上 了 正规 
的 发 展 道路 . 

此 外 ,Fourier 分 析 至 今 仍 是 经 典 分 析 和 现代 分 析 最 有 生命 力 的 部 分 ， 
且 有 着 重要 的 具体 应 用 . 它 给 予 其 他 数学 分 支 的 发 展 以 深刻 影响 ,如 测度 
论 , 算 子 论 以 及 拓扑 群 等 ,并 导致 代数 方法 进入 分 析 领 域 ,推动 了 抽象 空 
间 理 论 的 进步 . 

顺便 指出 ,Fourier 还 发 明了 现 称 之 为 Fourier 积分 的 卓越 的 理论 ,从 
而 为 定义 在 (一 ce ,ce) 上 的 ( 非 周期 ) 函 数 的 研究 提供 了 强 有 力 的 工具 ， 

(二 ) 应 用 复 变 方法 求 三 角 级 数 的 和 

所 谓 应 用 复 变 方法 求 三 角 级 数 之 和 ,是 指 利 用 Euler 公式 

ez 一 coOsZz 十 isinz， 

以 及 认为 对 复数 = 一 人 的 函数 Fz) 也 与 实 变 量 函 数 有 相同 的 Taylor 展 
式 . 例如 


数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


In(1 十 z) 一 > (DE ,zl S11 


下 面 作 一 简单 说 明 : 当 |z| 志 1 且 z 关 1 时 ,有 
lIn(1+z)=ln|l+z|—iarg(l+z), —x<arg(l+z)<x. 
设 z=re 一 zfcosg 十 ising) , 则 由 1z| 委 1 月 z 关 一 1 可 知 0 过 7 所 1; 有 车 = 
1, 则 
0 天 (2m 十 1)r (m=0,+t1,+t2,…). 


、 第 

显然 ,我 们 有 + 
|1+r(cos0+ising) | = VIiT27cosg+ 7 ， 章 

arg[ 1 十 >(cosb 十 isinb) ] =arctan ( Tg). § 

m 

从 而 可 得 ( 见 3.2 节 中 之 例 4、 例 5) 分 
; 析 

ln(1 十 =) 一 本 mdl 十 2rcosb 十 于) 十 iarctan ( Ty) 


一 >， (一 切 僵 克 cosng 二 i > (—1)™ sinnb 


1 n=l 


>) (—1)"! (cosnb+isinnb) = > (一 1) 熏 : ey 


= (一 D3 
例 1 求 级 数 
二 COS1 
n 


之 和 . 


f(2)= DD) Ein 2) = In ,zl 和 lz 


n=l] z” 
因为 
ll 1 
l—z% 1l—e” (1—cosz)—isinz 
1 1 1 


，? 这 ,ZX I ， XX ， XX ， 并 
2sin 一 2isin cos 2sin sin Ficos 可 


2 2 


1 ， | 工 
一 ; 一 了 (sin 5 十 icos 了 ) 
sin 了 395 
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1 | os( 亚 -过 )+isin( 玛 -至 ) | ， 


2 
所 以 了 的 模 是 , 幅 角 为 一 并 . 因此 我 们 有 
2sin 之 
2 
mm 让 二 一 一 mn(2sin 码 ) 十 
由 此 可 知 
之 2 一 一 ln n( 2sin 并 2 )， 0< 工 < 2T. 
从 上 述 演算 又 可 得 出 
> se Sz, 0 一 z<2r. 
(三 ) 关于 Fourier 级 数 的 和 伍 散 性 


存在 以 2x 为 周期 的 连续 函数 ,其 Fourier 级 数 在 一 个 稠密 集 上 发散 
(Du Bois Reymond); 也 存在 以 2r 为 周期 的 连续 冰 数 ,其 Fourier 级 数 处 处 
收敛 ,但 不 一 致 收敛 (Lebesgue,1906 年 ) ,但 是 否 存在 以 2r 为 周期 的 连续 
图 数 ,其 Fourier 级 数 处 处 发 散 , 这 是 一 个 未 解决 的 问题 . 

(四 ) Fourier 级 数 的 复数 形式 

在 前 面 所 讲 的 Fourier 级 数 的 形式 中 ,同一 频率 的 简 谐 分 量 是 分 成 两 
项 来 写 的 . 例如 周期 为 工 的 函数 F2) ,我 们 有 

. 2nnx 


AD 一 全 十 > (a, cos bs in “Hz ) 


号 十 > (ancosnwt + bn sinnwt ), 


n=] 


其 中 a 


2 代 
?人 an 二 本 -了 信人 cosnotd 
“= Od (n=1,2,). 


b, 一 硅 扩 f(t)sinnwtdr 
2 


这 种 记 法 在 运算 和 应 用 中 并 不 总 是 方便 的 . 现在 ,我 们 设法 把 反映 同 
一 振动 频率 的 分 量 写成 一 项 ,自然 想到 复数 法 . 记 


ein 二 e 一 iar er — ei 
9 Sinnx 一 21 
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则 其 Fourier 级 数 可 写成 
f(D 上 pe i Tih. 
令 Go 一 学 ,以 及 
cm， C_ =- 呈 二 闻 ， (n=1,2,..) 
可 得 


f(r)~Co++ > C,ew 十 六 C_,e™ 


n=1 n=1 


一 Cu 十 Det Da- 三 Ce™. 


其 中 ,C_ ,一 G.(C， 的 共 斩 数 ) ) ,而 
a.—ib, 1 
C= 2 一 2 


Ny f(x)(cosnzr—isinnr)dr 
= 去 | f(r)e™dr (n=1,2,."); 


C_,= 2 一 到 全 FKzjemdz (n=1,2,.…). 


或 统一 写 为 
C,=- 去 | fz)e wdz (n=0,+1,+2,.…). 


此 外 ,CG 与 原来 的 a, ,如 的 关系 还 有 
21C.|= Vait (n=1,2,"…), 

它 有 反映 出 同 频 率 分 量 振 幅 的 大 小 . 

在 这 里 ,只 要 我 们 认定 虚数 单位 “i?" 是 当 作 常 数 来 处 理 的 ,那么 指数 函 
数 在 微分 、 积 分 运算 中 也 是 很 顺利 的 ， 

(五 ) Fonrier 积分 .Fourier 变换 

为 了 后 继 课程 的 需要 ,我们 对 Fourier 积分 公式 以 及 Fourier 变换 作 
一 简要 介绍 .其 中 有 若干 结果 的 证 明 略 去 ,读者 在 学 习 本 书 第 三 册 关 于 含 
参 变量 的 无 穷 区 间 的 积分 的 内 容 以 后 就 不 难 理解 了 . 

1. Fourier 积分 公式 的 导入 . 

设 以 2: 为 周期 的 函数 F(z) 展 成 为 


AD)= 生 + 2 (orc0s FE thsin TE) ,x€ [—41] 


ee 
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兴 系 数 公 式 代 入 又 得 
f(z)= 育 | ADd+ > 于 | fe0s sD 


1f 1 ~ 
= 支 | rd+ 去 > FF ( 室 ) 子 ， 


已 (一 | feosy(z—i) de. OD 


现在 ,我 们 要 让 :一 十 co ,也 就 是 周期 无 限制 地 增 大 . 这 在 实践 中 , 相 
当 于 在 很 长 的 时 间 内 ,所 观测 到 的 运动 态势 或 信号 波形 一 直 没 有 出 现 重 
复 的 周期 现象 . 这 就 促使 人 们 认为 那 是 一 种 非 周期 现象 . 反映 在 数学 上 ， 
它 表示 为 定义 在 (一 co ,ce) 上 非 周期 函数 . 此 时 ,如 果 还 假定 


| 一 nldz<+o， 


那么 对 任意 的 yE (一 ,co) , 令 /十 o0, 我 们 有 
已 (9 一 | (Deosy(z 一 Ddt| Decosy(z 一 9dt 
去 | (CDde0 


因为 式 @ 中 右 端的 和 式 类 似 于 “F;。 ”在 [0,co) 上 的 积分 和 ,其 分 划 
点 列 为 


(和 各 | 


所 以 不 难 想 像 , 式 之 右 端 在 /一 十 时 趋 于 积分 


EI Aco dy 
以 上 分 析 将 导致 公式 
sod fo Ddlay,ze(-m,)  @ 
同样 可 写 为 
H(z)= 工 三 [a(y)cosyz+aCy)sinyzldyizE (ceo) 加 
其 中 


ay)= 站 FoDeosyde,oo)=| ~ fC)sinyedt,yE (—00,00). 


398 公式 四 与 @ 称 为 f(z) 的 Fourier 积分 公式 ,其 右 端 称 为 f(x) 的 Fourier 积 


分 . 
2，Fourier 积分 的 (点 ) 收 敛 ， 
设 f(x) 在 (一 2 ,co) 上 可 积 且 绝对 可 积 : 
[Wat 


此 时 ,显然 a(y) 与 5(y) 是 yE (一 co,co) 的 连续 项 数 . 此 外 ,还 有 
a(y) 一 0,6(y)- 一 0,(|1y| 一 十 co)， 
由 此 立即 可 知 ,积分 


| pecosy(z 一 dt=a(y)cosyz+6Cy)sinyz 
作为 y 的 函数 在 [0 ,十 co) 上 连续 . 
现在 , 取 4>0 ,考察 


1 A 
F(A)def | dy, 


| 一 aeosy(z-9d 
我 们 有 (在 第 三 册 中 将 证 明 ) 
FLA)= 云 | -7 


-1 /A 


A 
| esr—D dy |e 
0 


SA 


-二 | CrGz+9+Az-D] 


“A 


注意 到 | dt 一 亚 (4A>0) ,可 得 


F(A)—C=2| gw (ODS 人 dr， 
其 中 
g(r dS HC. 
命题 1(Dini 判别 法 ) 设 /(z) 在 (一 oo,00) 上 可 积 且 
站 Taildz<+eo. 
对 zE( 一 00,0o0),CE( 一 oo,c0), 若 存在 8>0, 使 得 
站 Eto. 


则 ” F(A) 一 C(A 一 十 oo), 即 
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| 万 flt)cosy(z—t)dtidy=C. 


Tt 
证 明 ”因为 我 们 有 
F(A)—C 一 二 | esinAid 


-| 人 区 inhid 十 区 | Dg 
人 2 Ts i ” 


注 在 满足 定理 条 件 且 点 z 是 /(z) 的 第 一 类 间断 点 ,那么 
Cof(st)+ f(z-) 
. 


TF 由 题 设 知 , 上 述 第 一 和 第 二 个 积分 在 4 一 十 co 时 趋 于 0 (Riemann-Lebes- 
章 gue 引 理 ). 此 外 ， 

中 | | Sedu--0,A- 十 ec. 

人 、 

分 即 得 所 证 . 

析 

初 

步 


命题 2(Lipshitz 判别 法 ) 设 f(z) 在 (一 oo ,co) 上 可 积 且 
三 | f(x) 1 dz +oo. 


车 f(x) 在 点 xz 处 满足 Lipa(0 过 a 所 1) 条 件 ; 存 在 M>>0 以 及 5>0, 对 EE 
(一 6,6), 有 
[f(z+h)~ f(r) MIA|", 
则 F(A) 一 fA(z),A 一 十 避 , 即 
F(z) 一 二 | [aly)eosyrtb(y)sinyz]dy, 


证 明 直接 验证 Dini 条 件 . 
命题 3( 可 微 点 的 情形 ) 设 
三 | f(z) 1 dr<+eo. 

车 f(x) 在 点 xz 处 可 微 , 则 F(A) 一 f(z) (4 一 十 co)， 

3，Fourier 积分 的 复数 型 ,Fourier 变换 . 

与 Fourier 级 数 类 似 ,诱导 Fourier 积分 为 复数 型 表示 式 , 对 我 们 是 十 
分 便利 的 . 

首先 , 按 前 述 定 理 , 在 f(z) 连续 且 逐 段 可 微 的 情形 下 ,我 们 有 


400 f(z)= | 请 flt)cosy(x—t)dtidy. 
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注意 到 被 积 函数 是 y 的 偶 函 数 , 故 又 有 
ra- 去 六 | 四 f (1eosy(1—z)dtldy. @ 


现在 来 引入 虚 部 . 因为 
[f(Dsiny(t—z)| Slf()|, 
所 以 由 f(z) 在 (一 oo,o0) 上 的 绝对 可 积 性 可 知 ,存在 积分 


三 f(t) siny(t— zr) dt. 
考虑 到 此 积分 是 关于 yE (一 co ,co) 的 奇 函 数 , 从 而 对 任意 A 之 0, 有 


dy 一 0. 


| | 六 mosnc-ad 
因此 ,至 少 在 主 值 意义 下 ,可 定义 


- im| ， | Fajsiny(t 一 z)dt 


4 一 co 


证 对 荣 池 J9UNn0J4 协 | 1 十 潍 


| fsiny(—z)d dy 


dy=0., 
这 启示 我 们 以 


去 | [EAsiny en dy 


与 式 @ 相 加 ,可 得 
f(z)= 玄 | 。 | [A dl © 
于 是 ,导入 下 述 定义 . 
定义 1 设 /(z) 在 (一 o0,0o) 上 可 积 且 
人 站 alaz<+e， 
则 称 
FOPW=AN=) ferd 

为 f(x) 的 Fourier 变换 . 


非 周 期 函数 的 f(z) 的 Fourier 变换 f(y), 相 当 于 周期 函数 情况 下 的 
Fourier 系数 C,. 求 Fourier 系数 的 目的 ,是 组 成 Fourier 级 数 来 表达 f(x)， 
同样 , 作 Fourier 变换 的 目的 ,是 要 把 f(x) 表达 成 Fourier 积分 形式 . 即 期 401 
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望 通 过 fx) 的 积分 在 一 定 意义 下 返回 (收敛 ) 到 f(z), 即 


/2)=w| Fe dy. 


式 轿 称 为 F(z) 的 反 演 公式 ,我 们 有 下 述 结果 : 
命题 4 设 fEC(( 一 co,co)) 且 绝对 可 积 . 若 F(z) 在 点 工 处 满足 
Dini 条 件 , 则 
f(z)= 志 ,in 
证 明 ”注意 到 等 式 


f(y=| fl)erde=aly)+ib(y), 


| FnDereay 


我 们 有 
f(y)e-™ = (a(y) 十 记 (y))(coszy 一 isinzy) 
一 4(y)coszy 十 by)sinzy 一 ia(y)sinzy 十 这 (3y)coszy。 
由 此 可 得 
[foyer dy 
-A 
-| [a(y)coszy 十 6(y)sinzy]dy 一 2xF(A)， 


这 样 ,Fourier 积分 ( 反 演 公式 ) 的 收敛 性 回归 到 命题 1(Dini 判别 法 ). 
注意 到 f(z) 在 点 z 的 连续 性 即 得 所 证 . 
注 关于 Fourier 变换 及 反 演 (积分 公式 ), 许 多 书刊 中 也 写成 如 下 形式 : 


f -1 一 这 
Fo0=- 寺 Ac ”ad 


二 1 ” ry 
f=- 后 | fy， 
至 于 还 有 其 他 形式 的 写法 ,不 再 一 一 表 出 . 


此 外 , 若 积分 一 号: Fo)s” dy 存在 , 则 称 为 Fourier 反 变换 ,并 记 


为 FY'(f)(z). 

4. Fourier 变换 的 性 质 . 

下 文中 , 凡 谈 到 函数 的 Fourier 变换 或 道 变换 时 ,总 假定 这 些 函 数 在 
(一 co,co) 上 可 积 且 绝 对 可 积 . 

命题 5( 线 性 性 质 ) 设 %,8 为 任意 实数 ,由 
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F(af+Bg) =—aF(f)+BF(g); 

F-'(af +Bg)=aF!(f)+BF (8g). 
证 明 路 
命题 6 f(z) 的 Fourier 变换 在 (一 co ,co) 上 有 有 界 ， 

[fy Da 
且 有 
limf(y)=0. 

证 明 ”注意 到 le | 一 1, 我 们 有 


d=| "If ld 


~ 十 oo 十 co | - 
IF -| 六 roera =| fe 
此 外 ,因为 有 


fw=| [f(t)cosyttif (i)sinyt dt 


-| 一 ADcosyrdz+i osinyedt， 
并 注意 到 Ab 在 (一 co ,ce) 绝 对 可 积 性 ,所 以 引用 Riemann-Lebesgue 引 理 
可 知 , 上 式 右 端 两 个 积分 在 yce 时 趋 于 0, 即 得 所 证 . 
命题 7 设 1f,(z)| 是 (一 co,co) 上 可 积 且 绝对 可 积 函 数列 ,f(z) 也 在 
《一 oo,o0) 上 可 积 且 绝对 可 积 . 又 有 


十 co 
加 | 一 17 一 zldz=0， 


则 在 (一 ce,co) 上 Fourier 变换 序列 | 广 (y)} 一 致 收敛 于 zz) 的 Fourier 变 
换 f(y). 

证 明 ”只 需 注 意 到 不 等 式 

BOI MAG 
即 可 . 

命题 8 f(x) 的 Fourier 变换 f(y) 在 (一 co,0o0) 上 连续 . 

证 明 ”只 需 注 意 ex 一 致 连续 性 以 及 F(z) 在 (一 co,co) 的 绝对 可 积 性 
即 可 

命题 9( 导 函数 的 Fourier 变换 ) 设 Fz) 在 (一 ceo,occ) 上 可 微 , 且 在 
(一 co,co) 上 可 积 . 车 
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[fadz<+o 


则 对 yE (一 ,cc) 有 
FOF)(y)=(—in)F( f(y). 
证 明 由 六 (zx) 在 (一 00,co) 上 的 可 积 性 知道 
lim f(z)=0. 


从 而 有 
+ 2 
F(f)(y)=| FoOerd 


十 ce 


-iy| ADer dr=—iyF(f)(»). 


= f(t)ew” 


一 oo 


命题 10 若 /(z) 在 (一 0,co) 上 m 次 可 微 , 且 
[FVD 1dr<to (k=1,2,,m), 


千村 尝 冰 Jonmod 地 11 十 小 


FOf™) (Y= (iy)"F(f)(y). 
特别 地 ,我 们 有 
im y" f(y)=0. 
命题 11( Fourier 变换 的 导数 ) 设 
[Ariz fd to, 
则 f(z) 的 Fourier 变换 f(y) 直 到 次 可 微 , 且 有 
F=f G0) fe de =-1.2, 条， 


特别 地 ,我 们 有 
Fo)=E | Dd (12 sn). 
证 明 格 .( 参 阅 本 书 第 三 册 含 参数 的 反常 积分 理论 ) 
{六 ) 关于 三 角 级 数 展 式 的 唯一 性 问题 
大 家 知道 ,在 上 一 章 中 , 曾 论述 过 等 级 数 展 式 的 唯一 性 定理 ,现在 简 
要 介绍 有 关 三 角 级 数 展 式 的 唯一 性 结果 ; 
引 理 1(Cantor) 若 三 角 级 数 


04 全 十 之 (a cosnztB,sinnz) 
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在 区 间 [a, 妇 上 收敛 , 则 lima, =0;limp 一 0. 
命题 12(Cantor) 若 两 个 三 角 级 数 


人 Co ~ 、 . 
2 十 之 《ascosmZ 十 CSinzzr) 


ao 要 . 
2 十 之 (ascosnzt pb, sinnr) 


在 [一 r,r] 上 都 收敛 到 同一 个 函数 , 则 此 两 级 数 重 问 , 即 mw 一心 , 且 6 一 
0 及 一 六 (n=1,2,.") 

命题 12 说 明 ,如 果 一 个 函数 /xz) 在 [一 r,x] 上 可 用 一 个 三 角 级 数 表 
示 ,那么 这 个 三 角 级 数 是 唯一 的 . 进一步 的 问题 是 ;这 个 三 角 级 数 是 f(x) 
的 Fourier 级 数 吗 ? 显然 ,我 们 已 经 知道 ,一 个 点 点 收敛 的 三 角 级 数 可 以 
不 是 Fourier 级 数 , 但 是 ,我 们 有 下 述 著 名 结 

命题 13(Du Bois Reymond) 设 fERL 一 mr,r], 若 7z) 在 [一 rr 上 
可 以 表 成 三 角 级 数 ; 


帮 z 一 字 十 > (a,cosnzrtb,sinnr) ,rE [a,b], 
nl 


则 此 级 数 必 是 作 z) 的 Fourier 级 数 . 
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